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TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 
DE DYNAMIQUE. 



SECTION I. 



NOTIONS PRELIMINAIRES. 



Définition de la Dynamique. Détails historiques. Relations qui lient la théorit 

de l'équilibre à celle du mouvement. 

666. JL/A DjTiamîque est la partie de la mécanique qui apprend à ré- 
soudre les questions relatives aux mouvements des systèmes de corps , 
en considérant le mouvement particulier de chaque corps de ces systèmes, 
comme produit, tant par les actions que Ic^s autres corps exercent sur lui , 
que par les actions des puissances quelconques auxquelles il est soumis. (*) 
Les données et les inconnues de ces questions peuvent se rapporter, 
et aux systèmes de forces, et aux systèmes de corps. Ainsi, par exemple, 
lorsqu'un système donné de ces corps doit avoir des mouvements dont 
on attend des effets déterminés, on assigne , par les règles de la Dyna- 
mique , les forces capables d'opérer ces mouvements ; et réciproque- 



(*) Le mot Dynamique ^ dérivé de ^ vVdfli^ç , force , puissance , devrait, 
dans l'acception étymologique , désigner la science générale des forces ; mais 

on est convenu d'appeller Statique^ de StariXO^ y qui a la force d* arrêter , la 
partie de cette science qui traite spécialement de l'équilibre , et le mot Dyna^ 
nuque est restreint à désigner la partie de la même science qui traite du mou- 
vement. De pluç ces deux mots Statique et Dynamique y s'appliquent spéciale- 
ment à l'équilibre et au mouvement des corps solides ; et lorsqu'il s'agit de 
l'équilibre et du mouvement des corps fluides, on -les lie à un autre mot Hydro 

1 dérivé de Aotop , eau ) pour en faire les mots composes Hydrostati<iue et 
Hydrodynamique, 
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ment, si on est obligé d'employer des forces données pour obtenir des 
cflels déterminés, on assigne, par les mêmes règles, la composition du ^ 
système de corps auquel il faut appliquer les forces , la durée de leur 
action nécessaire pour la production des effets demandés, etc. ; la théo- 
rie générale des machines est un des corollaires des solutions de ces 
deux problèmes. 

Dans d'autres cas , un système de corps est assujéti à des change- 
ments de formes , dépendants des forces qui le sollicitent , et ces forces 
dépendent elles-mêmes des positions respectives des corps ; si les lois , 
auxquelles leurs actions se trouvent soumises, sont Connues, et que Vélat 
du système soit aussi connu, pour une certaine époque , la Dynamique 
fournit del méthodes pour en conclure Vélal du même système Jt des é- 
poques quelconques antérieures ou postérieures à celle qui correspond 
à Vétat donné. La théorie de X'asironomie physique découle de» 
principes sur lesquels ces méthodes sont fondées, etc. 

667. La Dynamique est une science nouvelle; il y a environ deux 
sitcles que l'illustre Galilée- a découvert les premières vérités qui lui 
servent de fondement, et les a publiées dans son ouvrage intitulé Oià- 
loghi délie scieme nuove , mis au jour, pour la première fois, à 
Leyde en i638. Archimède avait crée la Statique, posé les bases de 
la théorie de l'équilibre des corps flottants (*) et , pendant les 18 
siècles qui se sont écoulés entre lui et Galilée , la mécanique était, à 
peu de chose près, restée dans le même état où l'avait mbe la puissance 
de son génie ; mais, après une si longue enfance, elle a fait, tout-à-coup, 
des progrès dont la rapidité offre, aux annales de l'esprit humain , un 
de leurs faits remarquables ; cette science , l'une des moins avancées 
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donné Ténumération article 3, au Heu que la seconde , n'employant au- 
cune des quantités qui dépendent du temps ^ ne se rapporte, d'ailleurs, 
qu'à un cas particulier de l'action des forces , et ne considère les sys- 
tèmes de corps auxquels ces forces sont appliquées , que comme de 
simples moyens de transmission de leurs actions (voyez l'art. 35) ; il 
reste même encore , après les cas d'équilibre traité dans la première 
partie de ce cours, l'examen important de ceux qui ont lieu entre les 
corps en mouvement , examen qui appartient proprement à la Dyna- 
mique , et qui , en complétant la science de l'équilibre , mettra dans 
tout leur jour , et son unité de principe , et les relations qui la lient 
à la science du mouvement. 

669. On verra, quand j'aurai fait les rapprochements fournis par les 
relations dont je viens de parler, que la Statique n'est, au fond, qu'un 
corollaire de la Dynamique; la vérité de cette proposition doit être na- 
turellement pressentie quand on considère, soit les rapports qui existent 
entre les diverses théories mathématiques à mesure qu'elles acquièrent 
plus de généralité, soit la propriété qu'ont les formules analytiques 
de s'applicj^uer à toutes les valeurs et à tous les états possibles des 
variables qu'elles renferment ; et , si ces variables se rapportent au 
mouvement les formules doivent donner les cas, soit du mouvement 
nul ou évanescent, soit du mouvement acquis et actuel dont les change- 
ments sont nuls , cas qui ont lieu lorsque les systèmes de corps et de 
forces sont tellement combinés que ces forces se contrebalancent réci- 
proquement, et se font équilibre. 

Ces observations et quelques autres que je supprime pour abréger 
prouvent qu'on pourrait, ainsi que je l'ai déjà insinué, art. i3, com- 
mencer l'étude de la mécanique par la partie de cette science qui traite 
du mouvement , et même ne pas regarder la Statique comme une de 
ses divisions particulières , en liant la série des propositions qu'on y 
démontre aux questions de mouvement. Cette marche serait peut-être, 
philosophiquement parlant , la plus régulière , et même il est conve- 
nable de la suivre , ainsi que je l'ai fait , au moins en présentant les 
premières notions sur la force ou puissance , notions auxquelles je suis 
parvenu par la considération du mouvement, les rattachant par là aux 
effets qui frappent le plus souvent et le plus vivement nos sens ; 
c'est après les avoir ainsi établies que je me suis restreint à un cas par- 
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dule (celui qui est à rextrèmité du système) incliné, soit tout-à-coup 
détruit, sans qu'il en résulte aucune action sur le pendule, de manière 
que ce pendule , cédant à la pesanteur , aille reprendre sa situation 
verticale, qu'aussitût qu'il est dans cette situation, le a*, pendule soit 
lâché, puis le 3". dès que le a«. est devenu vertical, et ainsi des autres; 
on peut , si Ton veut , supposer encore qu'aussitôt que chacun de ces 
pendules ai:rive dans la verticale , il est subitement caché de manière 
(t disparaître aux yeux du spectateur qui a la perception de leurs chutes 
successives ; ce spectateur sera , dans cette circonstance , et pour cette • 
espèce particulière de phénomène, en droit d'affirmer que le rapport de 
la durée partielle d'une des sensations causées par les chutes de ces-pen- 
dules, est à leur durée totale comme l'unité est au nombre des sensa- 
tions; il en est de cette proposition comme de celle qui m'a conduit, art. 
i6 et suivants, à la détermination du type naturel de \ajbrce ou puis- 
sance ^ on ne saurait la nier qu'après avoir ruiné toute base de raisonne- 
ment en physique. Le spectateur dont j'ai parlé, poura donc désormais, sans 
s'occuper de ta chufe de ces pendules qui est censée continuée indéfi- 
niment , comparer exactement entr'elles les diverses portions de la du- 
rée de sa vie, s'il connait les nombres des chutes qui ont eu Heu pen- 
dant chacune de ces portions de durée, prise pour unité de temps. 

Les sous-divisions égales de cette unité ne sont pas , comme j6 le 
ferai voir dans la suite du cours, données par les sous-divisions égales 
des arcs que décrivent les pendules , mais on peut les obtenir par un 
autre système de pendules, tel que deux, trois etc. chutes, dans ce 
deuxième système , correspondent à une seule chute du premier. 

673. Ces moyens de mesurer le temps , sont efTectivement ceux qu'on 
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est suivie d'une 3^ remplissant les mêmes conditions, et ai^i de suite» 
Une machine fait ordinairement l'office de compteur y et sert à indi- 
quer le nombre des oscillations qui mesure le temps écoulé entre deux 
instans , le pendule m,athématique ^ dont je viens de parler, pouvant 
toujours être remplacé par une masse finie, qui oscille autour d'un axe 
horizontal^ lorsque la distance entre cet axe et un point de la masse , 
que les élèves apprendront à déterminer dans la suite du cours, est 
égale à la longueur du pendule mathématique. 

6j^. Dès qu'on a une seule de ces machines, construite de manière 
k être un chronomètre régulier , on en «peut construire un nombre ar- 
bitraire d'autres, auxquelles elle sert de modèle ou ai étalon y et avoir 
en divers temps, dans un même lieu, des types de durée comparables 
entr'eux , comme on en a pour toute autre espèce d'objet mensurable ; 
mais quelques précautions qu'on prenne pour rendre un type , fourni 
par l'art , aussi exact et aussi peu altérable que puissent l'être des ou- 
vrages sortis de la main des hommes, il n'en est pas moins très-impor- 
tant de savoir si la nature ne nous en fournirait pas un autre qu'au- 
cune cause de destruction et de vicissitude , dépendante des lois con- 
nues auxquelles elle est soumise , ne puisse atteindre ; ce tyj^e naturel 
et invariable existe, on peut y 'avoir recours, avec la même facilité , 
dans tous les temps et dans tous les lieux , et il est donné par la ré- 
volution de la terre sur son axe , autour duquel elle décrit , dans des 
temps égaux , des angles dont l'égalité est également constatée, et par 
la théorie et par l'observation. 

L'intervalle de temps écoulé entre deux retours du même méridien à 
un plan qui , parallèle à un autre plan fixe, passe par l'axe de rotation de 
la terre, est ce qu'on appelle un \o\xr sy dé rai. Pour rapporter ce jour et 
ses sous-divisions à des mesures absolues, il faut avoir, à la latitude de 
Paris, un pendule physique, faisant, dans un temps donné, un nombre 
d'oscillations égal à celui qu'on obtiendrait, pendant le même temps, du 
pendule mathématique dont j'ai parlé à l'art, précédent (nombre qui se 
détermine , avec la plus grande précision , par le calcul ) et supposant 
que le dernier pendule ait une longueur de 0^,7878611, la durée du 
jour sydéral sera exactement mesurée par 1 00000 de ces oscillations. 

Cette longueur convient au niveau de la mer et à la latitude de 
Paris ; à une latitude quelconque et toujours au niveau de la mer , 
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la longueur du pendule qui donne un looooo'. du }oursydéra] se calcule^ 
comme jeleferat voir dans la suite du cours, par une formule qui.contîent 
un terme constant et un terme proportionnel au quarré du sinus de la 
latitude, formule à laquelle on peut en substituer une contenant un 
• terme constant et un autre terme proportionnel au cosinus du double 
de la latitude ; le terme constant de la première formule étant la lon- 
gueur du pendule sydéral sous Téquateur, et le terme constant de la 
seconde, la longueur du même pendule sous le parallèle moyen. 

Si on divisait le jour sydêral en 24 heures, et chaque heure en 60 
minutes , ou 3ôoo secondes , une de ces secondes serait mesurée par 
l'oscillation d'un pendule de o"",9884327 de longueur. 

675. Le temjjs sydêral dont les astronomes font un fréquent usage, 
a cependant , pour les usages civils , des inconvénients qui ne permettent 
pas de l'employer: inconvénients qui tiennent à la différence entre le 
\o\AX sidéral et le jour jo/a/re celui qui s'écoule entre deux passages 
consécutif du soleil par le même méridien. Si une horloge, réglée sur le 
.temps sydêral , marque midi, un jour donné, au moment où le soleil 
traverse ce méridien , le lendemain l'instant de son midi précédera le 
midi solaire, d'environ -~^ de jour, et l'intervalle de temps entre les 
deux midi, s'accroîtra de jour en jour, de manière que l'horloge sy - 
dérale ne sera nullement propre à indiquer, même à peu prés, soit 
l'instant du midi solaire, soit les divisions du jour rapportées à cet ins- 
tant, et il est indispensable qu'une horloge adaptée aux besoins de la 
société remplisse cette condition. L'expédient, qui se présente naturel- 
lement dans cette circonstance , est de prendre le jour solaire [wur 
type du temps civil, mais, par cet expédient, on n'arriverait i)oint 
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tantôt en plus, tantôt en moins, de manière cependant que jamais, 
rinstant de départ étant convenablement choisi , l'avance ou le retard 
du midi moyen sur le midi solaire, qui s'appelle équation du temps, 
n'excède 75^ de jour environ; on trouve V équation du temps ^ pour 
chaque jour de Tannée , dans le livre de la connaissance des temps et 
dans Yannuaire du bureau des longitudes. 

676. La longueur du pendule, qui, à la latitude de Paris, fait 1 00000 
oscillations pendant un jour moyen, est de 0^,7419070 et celle du 
pendule, qui, à la même latitude, divise ce jour en 86400 parties, est 
de 0^,9938626; je démontrerai, dans la suite du cours, la théorie sur 
laquelle ces déterminations sont fondées. Le, premier pendule s'appelle 
pendule décimal, et le second ^ pendule sexagésimal. On prend pour 
unité de temps la durée d'une oscillation , ou de l'un ou de l'autre, et^ 
loi'sque je donnerai des mesures absolues de durée, j'aurai soin de dire 
si elles se rapportent à la division décimale ou à la division sexagési- 
male du jour moyen. 

Il suit de ce qui précède que, le jour moyen étant représenté par 
l'unité , le jour sydérals^x^ = 0,99726967 ; la différence = 0,00278048 
de jour moyen , et, en division sexagésimale de ce jour, 3'. 55'', 9091. 
Réciproquement si le jour sydéral = i , le jour moyen = 1,00278791. 

■ 

Considérationt générales sur les relations entre les espaces parcourus- par un 
point matériel , et les temps employés à parcourir ces espaces. Différentes 
espèces de mouvements que comportent ces relations. Définitions du mouve- 
ment uniforme et du mouvement varié. Ce qu'on- entend par mouvement ar- 
céléré et mouvement retardé. Considérations analytiques applicables à tous 
les genres de mouvements. 

677. Va force ou puissance étant une propriété de la matière, et 
une faculté des êtres animés, dont la nature intime nous est inconnue, 
et dont nous pe pouvons nous faire une idée que par ses effets, je dois, 
avant de la considérer comme produisant un mouvement actuel, et de 
poser les principes relatifs à sa mesure et à son introduction dans le 
calcul , sou* ce point de vue , parler d'abord du mouvement , abstrac- 
tion faite de la cause motrice , et chercher à faire un classement des 
phénomènes qu'il offre à nos yeux. On verra bientôt combien cet ordre 
dVxposition est utile et même indispensable pour la clarté. 

1 2 
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Je ne considérerai , dans ces premières notions , qu'un seul corps 
mobile, et mi^me ce mobile sera réduit k n'être qu'un point matériel. Je 
supposerai de plus, pour fixer davantage les idées, que la ligne décrite par 
ce point mobile, dans l'espace, est une ligne droite doance de position 
quoique cette dernière hypothèse ne soit pas absolument nécessaire à 
l'intelligence de ce que je vais dire. 

Dans cet état de choses, si , en observant les difTcrents points de la ligne 
du mouvement que le mobile occupe successivement , on observe simul- 
tanément le nombre d'unités de temps indiquées par un chronomètre, 
et qu'on nomme i le nombre de ces unités comptées à l'instant où le 
mobile est à une distance a^ d'un point fixe pris sur la ligne droite du 
mouvement, l'expression analytique des lois auxquelles sont soumis les 
phénomènes apparents du mouvement dont il s'agît ne pourra être que 
l'énonciatioo de certaines relations entre les quantité-s x et tj quanlitt-s 
dont le rapprochement fournira bientôt des bases importantes de théorie. 

678. Les rt'-sultats de ce rapprochement seront donc énoncés par des 
formules dans lesquelles x eti se trouveront combinées ensemble; mais 
ces quantités sont de natures différentes et il faut d'abord expliquer 
comment elles doivent être envisagées , lorsqu'on les introduit dans une 
même équation. 

Une quantité, de quelque nature qu'elle soit, ne peut devenir l'é- 
lément d'un calcul qu'autant qu'elle est rapportée à une unité, ou à une 
autre quantité de même nature qu'elle, dont la fixation est arbitraire, 
mais qui, une fois fixée, ne doit plus changer, du moins tant qu'elle est 
employée dans un même calcul ; l'énoncé nnmériifue de cette quantité 
n'est autre chose que l'énoncé du rapport qu'elle a avec la quantité 
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679. Ces préliminaires posés et (p étant le signe de fonction , tout ce 
que les phénomènes du mouvement rectiligne d'un point matériel 
peuvent offrira l'analyse doit pouvoir s'exprimer par une équation qui 
a pour symbole général 

ou s'en déduire, les diverses espèces de mouvement se rapportant à des 
cas particuliers de cette équation. 

J'observerai , avant de passer à ces différents cas, qu'gn ne doit point, 
en général, ainsi que les commençants sont presque toujours tentés de 
le faire, considérer a? comme l'espace parcouru pendant le temps fj 
cette circonstance n'a lieu que-lorsque l'équation ^(j7^/) = o est telle 
qu'on a en même temps, /=o et xz=zoj dans tout les autres cas A 
on suppose qu'en faisant / = o, on ait x = E^ l'espace parcouru, 
pendant le temps t sera x — E^ la constante E étant la distance à 
laquelle le mobile se trouve du point fixe, pris sur la ligne du mouve- 
ment pour origme des x^ lorsque / = o. Les variations de x et / sont , 
et seront dans ce qui suit, assujetties à la loi de continuité. 

680. Le cas de l'équation générale #(^7^ /) = 0, qui donne la relation 
la plus simple entre les espaces x — E et les temps / employés à par- 
courir ces espaces, a lieu lorsque ^{x^ i)=x — E — Fl ou lorsque 

x—E 

^r=o 

e 

V étant une quantité constante. Le mouvement qui comporte cette 

relation s'appelle mouvement uniforme ^ j'en parlerai bientôt avec 

quelque détail. 

681 • Lorsque la relation /^= o n'a pas lieu le mou- 

vement prend la dénomination générique de mouvement varié } ce 
genre se sous-divise, ensuite, en deux classes, savoir : le mouvements 
accéléré dans lequel le rapport entre les espaces parcourus et les temps 
t employés à parcourir ces espaces augmente avec ty et\e mouvement 
retardé dans lequel ce même rapport diminue avec t. 

682. Le mouvement uniforme, dans lequel le rapport dont je viens 
de parler est constant, peut ainsi être regardé, soit comme le passage 
du mouvement accéléré au mouvement retardé ^ soit comme le 
passage inverse; de plus il résulte, de la théorie des équations, qu'un 
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nioiiveineiit peut èlre successivement accéléré et retardé quoique sa loi 
lie cesse pas d'être exprimée par une même équation formant un cas par- 
liculier de l'équation générale ip(xjt)=:0j mais , comme je suppose 
que ir Ht sont assujettis à la loi de continuité, je puis présenter le clas- 
sement de l'article précédent de manière à indiquer, sans équivoque., 
le mouvement qui a lieu à un instant déterminé en disant que ce mou- 
vement est uniforme^ accéléré , ou retardé, respectivement, suivaiu 

que ~5 — est constant , croissant ou décroissant lorsque t varie d'une quan- 

tité infiniment petite. Je prends dt pour différentielle constante et 
je conserverai cette hypothèse dans la presque totalité des questions de 
mécanique auxquelles l'analyse devra être appliquée. 

683. L'origine de la variable w est , d'après la convention faite art. 679 , 
à une dislance E Au point où le mobile se trouve loi'sque Ton compte 
zéro temps i pour avoir, à ce dernier point, l'origine des espaces par- 
courus pendant les temps t, et désignés par ^, on fera x — £ = ^et on 
.substituera ^ -h Ê à as dans l'équation tp(^.v, t) = o j mais on a une 
méthode générale pour,déduire, de l'équation ^{x, t) ^o, une relation 
entre des espaces quelconques, désignés par £j et les temps , désignés 
par T, pendant lesquels ces espaces e sont parcourus, relation quf , don - 
nant, par l'état de la question, e = o lorsque r= o, permet en même 
temps de placer l'origine des f à un point arbitraire de la ligne du mou- 
vement. Supposant, pour plus de commodité, que l'équation^ (T_,i)^o 
est résolue par rapport à Xj cette équation devient 

prenant l'origine deek l'extrémité d'une valeur arbitraire de x, et faisant, 
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684. Si dans la fonctionjr^'(/) on substitue h ij 1+ÀTj en désignant 
par i^ une quantité positive plus petite que Tunité, on aura par le thé« 
orème de Lagrange 

cette équation me servira à éclaircir quelques points de théorie. 

Propriétés du mouvement uniforme. Définition de la vitesse. Mouvements va^ 
ries qui , pour certaines divisions du temps , offrent les propriétés du mour 
vement uniforme. 

686. On peut énoncer ainsi la propriété fondamentale du mouvement 
uniforme: « la ligne parcourue par le point mobile étant supposée 
« divisée en parties égales, les teiyips employés à parcourir chacune de 
« ces parties seront aussi égaux entr'eux, quelque soit là distance entre 
« deux points de division consécutifs de la ligne parcourue.» 

Cette propriété fondamentale est évidemment énoncée par Inéquation 
de l'art. 680 

dans laquelle x est la distance à laquelle le mobile se trouve, au bout 
du temps Ij d'un point fixe pris sur la ligne du mouvement, E la dis- 
tance de ce point fixe à celui où se trouve le mobile lorsque Ton compte 
zéro temps j et F une autre constante. 

On voit en effet que si, par exemple, à partir du point où .r =t: JE^ on 
porte, sur la ligne des x^ des divisions égales, la longueur d'une de ces 
divisions, que je désigne par gj j étant arbitraire, les valeurs de x , 
correspondantes à chacune d'elles , de part et d'autre de ce point où 
co=:E^ seront E+cjj E+2ù}j E+2g) etc. E — g}j E—2ùJj etc. et les 

I . . CJ 2G} 3cO G) 

valeurs correspondantes de / seront -^r-^ ">-"" ^ — "p^ ^ etc. — - -^^ 
pr- J etc. de manière que le temps employé à parcourir l'une 

quelconque des divisions g> aura pour valeur numérique -rr-^ quelque 

soit la valeur particulière de c?. On arriverait à un résultat semblable en 

plaçant un des points de division partout ailleurs qu'au point o{xx = E. 

686. Les valeurs de .r et / étant quelconques si / augmente d'une 

unité de temps ^ ou de 1'' j l'équation x = E + Fi deviendra 
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X + û>= £ + f^(t+ i") en désignant par a l'espare pafcouni par le 
mobile pendant i" j retrancliant la première équation de la seconde 
on a 03^ V, d'où on conclut que la constante V «t l'espace que le 
mobile parcourt pendant chaque unité de temps. 

Cette constante ^est une quantité que j'.ippellec*i/'ac/e'm//9«tfj paree- 
, qu'elle distingue un mouvement uniforme de tout autre mouvement du 
même genre ; une propriété semblable ne peut point appartenir à la 
constante E, vu que cette constante dépend de la position de l'origine 
descTj laquelle origine peut, pour un même mouvement, être placée ar- 
bitrairement, au lieu que y ne peut changer qu'avec le mouvement. 

Par cette raison on a donné à la caractéristique V un nom particulier 
et on l'a appelé vitesse j l'acception de ce mot est parfaitement con- 
forme à celle qui lui est attribuée dans le langage ordinaire; on dit 
qu'un mobile se meut plus ou moins vite qu'un autre, lorsqu'il par- 
court un même espace dans un temps plus ou moins court, ce qui, 
en présupposant l'uniformité du mouvement, revient à dire qu'il par- 
court, pendant chaque division égale du temps, un espace plus ou 
moins long. 

687. Lorsque l'espace parcouru pendant chaque unité de temp* 
n'est pas immédiatement donné, mais que l'on connoit l'espace total 
X parcouru pendant un temps T, on en conclut la vitesse f^ en subs- 
tituant, dans l'équation de l'art. 685, X à x — E ciTktj ce qui donne 

r=: - 

« la vhessej dans le mouvement uniforme, est égale à l'espace parcouru 
« divisé par le temps employé à parcourir cet espace.» 



X 

T 
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689. Si plusieurs points mobiles se meuvent uniformément , le mou- 
vement de chacun d'eux sera exprimé par une équation de la forme 
a? = £ + Vt } on peut supposer que tous ces mobiles marchent sur une 
même ligne droite ^ et chercher leurs distances respectives à des ins- 
tants déterminés , les points de la ligne du mouvement 011 ils se ren- 
contrent deux à deux, trois à trois, etc. les instants de ces .rencontres 
etc. ; ces problêmes sont connus sous le nom de problèmes des cour^ 
riers j on peut encore supposer que tous ces mobileç circulent aijtour 
d'une même courbe fermée (ce cas renferme les problêmes des aiguilles 
qui parcourent un même cadran) ; dans ce cas les pliénomènes, doi^t je 
viens de parler, se renouvellent périodiquement, et leurs époques 
donnent lieu à des déterminations qui s'obtiennent généralement/ ainsi 
que les solutions des problêmes des courriers ^ par des combinaisons 
d'équations de la forme iF = £+ V t} ces problèmes peuvent fournir 
une matière d'exercice aux élèves, mais Je ne m'y arrêterai point vu 
leur peu d'utilité; ils trouveront aux art. 8 et 9 de ma Mécanique phi- 
losophique ^ les formules générales qui les résolvent,. 

690. J'ai dit, art« 672, à propos de la mesure du temps, que les os- 
cillations du pendule étaient toutes d'égale durée , mais que les sous- 
divisions égales de l'arc décrit dans une oscillation n'étaient pas par-, 
courues dans des temps égaux ; d'après cela , si on portait sur uvve^ même 
ligne droite, xm nombre indéfini de longueurs consécutives et contigues^ 
égales à Tare décrit par le point inférieur du pendule, dans chaque oscil- 
lation , et qu'un mobile parcourut successivement ces longueurs, ayant, 
à un point quelconque de l'une d'entr'elles , précisément le même mou- 
vement dont est doué le point inférieur du pendule , au point corres- 
pondant de l'arc qu'il décrit, il résulterait de ces dispositions que des divi- 
sions de la ligne du mouvement , égales entr'elles et à un nombre entier 
des longueurs dont je viens de parler, seraient parcourues dans des temps 
égaux, ce qui offre, pour ce mode de sous- division, la propriété du mou- 
vement uniforme , mais cette propriété n'aurait pas lieu pour un mode 
quelconque ou arbitraire de sous-division de la ligne du^ouvemeoi.. 

■ L'équation du symbole de mouvement uniforme , 4ont j« viens de 
parler, en ne le bornant pas au cas du pendule, m^iis en l'étendant à tous^ 
les cas qui offrent des phénomènes de même espèce, est ir= d + ^/y 
a? et / ont la mênoLe signification que ci -dessus^ V^fX,,\xvk^ cons- 
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tante , et S une fonction quelconque ou arbitraire des quantitcs 



, C C08. - 



' j A , B et C étant des constantes, ;r 



la demi circonférence dont le rayon = i et A le temps constant em- 
ployé par le mobile à parcourir une des divisions de ta ligne du mou- 
vement qui offre la propriété de l'uniformité. I! est manifeste , en 
effet , que S a une valeur constante pour toutes les valeurs t = o, 
t = k ^ t = aie t = nl{ , n étant un nombre entier positif ou né- 
gatif. On trouvera , dans la suite du cours , quelques exemples de l'es- 
pfrce de mouvement dont je viens de parler. 

Pour voir les relations qui lient l*équation x= 0-^-Vt k l'équation 
x = E-\- Vt, il faut observer qu'on satisfait également aux conditions 

de l'uniformité du mouvement par l'équation différentielle ■' =o 

et par l'équation aux différences — = o^' la première, par une 

double intégration,' Conduit purement et simplement à la relation 
x=iE-\- Vf, les constantes arbitraires étant ^ et V ; mais la seconde, 
d'après la théorie de la méthode inverse des différences , conduit à 
une équation finie qui n'acquiert toute la généralité dont elle est sus- 
ceptible, que lorsqu'on y introduit la fonction arbitraire 0j or, pour 
ramener l'équation finie, fournie par l'équation aux différences, à la 
forme x = E-\-Vt , il suffit de supposer, dans f^, l'incrément du temps 
infiniment petit , c'est-à-dire de sutistiluer à ^ ^ la quantité -^ h , m ^ 
tant un nombre entier infini , positif ou négatif; dès-lors on a , pour 

, , -, , . . ^rrt £?r/ 

toutes les valeurs possibles de / j 
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]>atîbles avec la définitioti du mouvement varié donnée , article 68 r , 
lorsqu'on y compare des espaces finis avec les temps finis employés & 
les parcourir. 11 existe cependant , dans ce genre de mouvement , une 
quantité qui a une valeur déterminée pour chaque instant^ mais variable 
d'un instant à l'autre , et à laquelle on peut rigoureusement appliquer 
tout ce que J'ai dit de la vitesse. Voici comment on obtient l'expres- 
sion de cette quantité, par la considération des injiniment petits } 
j'observe, d'une part, que la notion de vitesse est tout-k-fait indépcn* 
dante de la grandeur absolue de l'espace parcouru , d'une autre part , 
que d'après la théorie des équations k deux variables , qu'on peut dési- 
gner par a? et /^ si ^ est la différence entre deux valeurs consécutives 
d'une des variables, de œ par exemple^ et r.la différence entre les deux 
valeurs correspondantes de l'autre, l'équation entre ^ et r y déduite de 
celle qui existe entre les deux variables et qu'on peut représenter par 
aî=y(/)^ approchera d'autant plus d'être de la forme iz^ + ^r = o 
(tf et ^ se cotn^o^nl de constantes absolues et àt quantités rapportées 
à l'origine de ^ et r et considérées comme constantes) que ^ et r seront 
plus petites. De manière que si ^ et r deviennent ^.r et dt^ la n«. partie 
de dx correspondra à la.n*. partie de dt y quelque soit le nombre nj 
ainsi .r=y(/) étant l'équation d'un mouvement varié quelconque et 
^ dx étant l'incrément de a?^ ^ ^//sera l'incrément correspondant de t 

' dx . dt 
et on aura, entre les espaces parcourus et les temps em - 

ployés k les parcourir, les relations qui constituent un mouvement 
uniforme dans lequel la vitesse, désignée par c^ aura pour valeur 
dx dt dx 

Il n dt 

69a. L'équation de l'art. 684 conduit immédiatement au résultat que 
je viens d'obtenir d'une manière d'autant plus satisfaisante qu'elle four- 
nit la démonstration que j'ai supposée connue du théorème sur la li- 
mite du rapport de ^ k r. En effet, on déduit de celte équation la re- 

lation^-^==y^ (/) +{.r/^'(/+^r) dans laquelle le rapport fini de 

l'espace parcouru ^ au temps r approche d'autant plus d'être égal k la 
quantité^ (/)^ constante par rapport k ^ ^ que r est plus petit, et on 

peut toujours donner k r une valeur telle que-^ f (/) soit plus 
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petit qu'aucmije quantité assignable; donc, à la limite, l'équation qui 
(■j|jrime, la relation entre les espaces [jareouriis ^ et les temps t em- 
ployés à les parcourir , est celle d'un mouvement uniforme dans lequeï 

la vitesse serait égale kj^ (t) ou à la valeur déterminée qu'a 



dx 
"df 



l'origine de ^. 

693. La vitesse n'est plus ici comme dans le cas de Tart. 686 une quan- 
tité caractéristique qui distingue un mouvement varié des autres mouve- 
menls du même genre; c'est une variable c.qui apour expression générale 

et qui change, par conséquent, k chaque instant. On peut toujours 
assigner dans deux mouvements variés quelconques , très - différents 
d'ailleurs, les instants oti elle a une valeur commune. 

694. Le terme xf" C' + ^^) tenferme toutes les parties de la valeur 
de ^ qui constituent te tnobile dans l'é-talde mouvement variés si 
quelque changement à cet état occasionnait l'anéantissement de ce 
terme, le nwbile ne cesserait pas de se nwuvoir, mais sa vitesse ces- 
serait de varier et il contiouerait-son mouvement avec la vitesse cons- 

d.v 
tantey (/) ou — -f--> en donnant à celte expression la valeur qu'elle 

doit avoirau moment où le changement de l'état du corjM s'est opéré, 

695. Les élèves trouveront, dans la suite du cours, quelques exemples 
de mouvements qui,, par leur nature, tendent à l'uniformité et l'atteignent 
par fois, sensiblement, dans un temps très-court. Tels sont les mouve- 
ments dans lesquels l'équation, qui donne la vitesse k chaque instant, est de 
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considérée relativement k la production d'un mouvement actuel , joindre 
4 la théorie du mouvement uniforme <\ue j'ai exposée dans les art. 685 
et suivants» celle d'une première espèce de mouvement varié, dont il 
est important que les élèves se rendent les formules très -familières. 

Le mouvement dont je parle et qu'on appelle mouvement nnijor- 
mément varié ^i celui dans lequel il existe entre les augmentations ou 
les diminutions de vitesse du mobile, et les temps pendant lesquels 
ces changemens de vitesse s'opèrent, préciséfrient les mêmes relations 
assignées , art. 685 , dans le mouvement uniforme , entre les espaces 
parcourus et les temps employés à parcourir ces espaces, relations qui 
caractérisent ce dernier mouvement ou le constituent ce qu'il est. 

Le mouvement uniformément varié est désigné particulièrement 
par les noms de mouvement uniformément ucçélçré ou uniforme^ 
ment retardé ^ respectivement, suivant que la vitesse croit ou diminue 
lorsque le temps augmente. 

697.11 s'agit donCy pour exprimer analytîquement les loix du mou- 
vement uniformément carié ^ de poser une équation, entre les vitesses 
i^ et les teniips tj énonçant que les variations de (^ sont proportionnelles 
aux variations correspondantes de tj cette équation, entre ç et tj doit 
évidemment être de la même forme que l'équation, entre x et Ij de 
l'art. 685, c'est-à-dire qu'on a 

if= U + gtj 

les signes supérieurs et inférieurs se rapportent, respectivement, aux 
cas des mouvements uniformément accéléré et uniformément re - 
tardé ^ U et g sont deux constantes ; la première est la vitesse qui a 
lieu lorsque l'on compte zéro temps de la même manière que dans 
Téquation de l'art. 685, £' était,. pour le même cas de / = o^ la valeur 
correspondante de .r 011 la distance du mobile a un point fixe pris sur 
la ligne du mouvement. 

La vitesse acquise dans* le mouvement uniformément accéléré ou 
perdue dans le mouvement uniformément refardé, depuis l'origine du 
temps ty est, respectivement, {^ — Z7 ou U — r^ quantité proportion- 
nelle à /, comme l'était x — E dans l'équation de l'art. 685. 

69g, De plus la constante g eîrt la caractéristique d'un mouvement 
uniformément varié y considéré en particulier, c'est-à-dire la quantité 
qui distingue ce mouvement de tout autre mouvement de son espèce, 
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comme là quantité V était la caractérisllque du mouvement uniforme. 
En effet ta constante 17 dé l'équation v=V+gl, ou la vitesse initiale 
peut être commune à une infinité demouvements uniformément variés, 
différents les uns des autres , mais g, pour chacun de ces mouve-- 
ments, ne peut pas changer sans que ce mouvement ne change. 

La propriété caractéristique dont je viens de parler devient mani- 
feste si on observe que cette quantité g est, suivant que k mouvement 
est accéléré ou retardé, l'augmentai ion ou la diminution de vitesse que 
Je mobile éprouve, dans le cours de son mouvement, pendant chaque 
unité de temps ; car si on substitue ; + i" à t , ce qui donnera 
r':=Z/ + ^(/+i")j et qu'on retranche de cette équation l'équation 
f = V-^gt on aura5'= + (f' — v), les signes supérieur et inférieur 
se rapportant encore , respectivement, au cas du mouvement accélérL- 
et à celui du mouvement retardé. 

699. J'ai dit art. 6B6 qu'on avait désigné, par un nom partïcuHer, la 
caractéristiejiie V s on en a aussi donné im à la caractéristique g qui 
s'appelleyô/re ac(^ëlératrice. Je reviendrai bientôt sur cette expression-. 

Lorsque g n'est pas donné immédiatement , et qu'on connait la vitesse 
/i^gagnée ou perdue pendant un temp's T, c'est-à-dire ajoutée k celle 
que le mobile avait déjà au commencement de ce temps T ou retran- 
chée de cette vitesse initiale, on peut déterminer ^ par le moyen de W 
et Tj en substituant, dans IVquation v — U^+gt ^ 7Vk y — Uet 7* 

Il t , ce qui donne W^ i^-^ *^' ^ = i rn ' 

Au moyen de Cette équation /^=:+i'' 2" l'une quelconque des trois 
quantités IV, g çt Tse détermine par les deux autres. 
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nous faire découvrir des propriétés qui sont particulières au mouvement 
uniformément varié. 

Continuant à désigner par x la distance à laquelle le mobile se trouve, 
au bout du temps /^ d'un point fixe pris sur la ligne droite de son 
mouvement, j'observe que, d'après la valeur générale de la vitesse 
donnée art. 698 , je puis dans l'équation ('=£/+ gt substituer 

— ^ — à V ce qui donne 

dx z= U dt + gt de ( t ) 

et en intégrant 

x = E+ Ui±\gt^ (a) 

les signes supérieur et inférieur continuent à se rapporter, respective^ 
ment, au cas du mouvement accéléré et à celui du mouvement retardée 
E est la constante arbitraire introduite par l'intégration; c'est la dis- 
tance k laquelle le mobi^e se trouve de l'origine lorsque Ton compte 
zéro ieinps. 

'701. X — E est l'espace parcouru pendant le temps / et cet espace 
se compose i®. d'un espace TJt proportionnel au temps / et égal à celui 
que le mobile aurait parcouru d'un mouvement uniforme sri , depuis 
l'origine de t^ il n'eût été animé que de ïa vitesse constante et initiale 
XJ } i®. d'un espace + 7 gt^y proportionnel au carré du temps et k la 
c€iractéristi(/ue g : c'est l'expression + \gt^ qui détermine la variation 
du mouvement, lequel, sans cette expression, serait uniforme. 

702. Je puis, pour simplifier et sans nuire a la généralité des résultats, 
supposer que le mobile se trouve k l'origfne des x lorsque l'on compte 
zéro temps et les équations du mouvement uniformément varié deviennent 

^^U±gt (i) 

x = Vt±^^gl^ (2) 

Tous les problèmes relatifs au mouvement uniformément varié se 
résolvent par ces deux équations, maïs on peut, pour plus de facilité, 
en éliminant l ^ déduire de leur combinaison une relation immédiate 
entre les espaces parcourus et les vitesses, relation donnée par l'équa- 
tioo suivante 

a? = + (3) 

— !^g 
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703. Si on suppose de plus que la vitesse initiale U est l'-gale à zéro , les 
funnules applicables au mouvement uniformément accéliTé deviennent 

In vitesse absolue, au bout du temps /j est proportionnelle k ce temps, 
l'espace parcouru est proportionnel au quarré du temps employé par 
le mobile à parcourir cet espace, ou au quarré de la vîtcsse acquise 
pendant le même temps. 

704. Dans cette dernière liypollièse , si le mobile, après avoir ac- 
quis la vitesse gtj au bout d'un temps / pendant lequel il a parcouru 
l'espace f^ff' continuait à se mouvoir , pendant un second intervalle 
de temps t , égal au premier, non d'un mouvement accéléré, mais d'un 
mouvement uniforme, en conservant la vitesse ^f/j il parcourrait art. 
668, en vertu de cette vitesse , pendant ce second temps /_, un espace 
Tgal à ^( X / ou k fff* double de l'espace jgt^ parcouru d'un mouve- 
ment accéléré pendant le premier temps t. 

On tire, de cette propriété du mouvement uniformément varié, une 
conséquence remarquable relativement à la valeur de la cararléristiquc 
ffj si le premier temps i est égal à l'unité, la vitesse acquise, pendant 
ce temps, sera ^et l'espace parcouru ^gj d'où on déduit le théorème 
suivant : « ]ayorce accélératrice, dans le mouvement uniformément ac- 
K céléré, qui, art. 698, est la valeur de la vitesse gagnée parle mobile 
« pendant chaque unité de temps, est aussi celle du double de l'espace 
w parcouru pendant la première unité de temps, la vîtcsse initiale, celle 
« qui a lieu lorsque l'on compte zéro temps , étant supposée nulle. » 

yoS, Dans le cas du mouvement nitiforménjent retardé dont les 
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vitesse initiale U se trouve, par les diminutions graduelles qu'elle 
éprouve, entièrement épuisée, c'est-a-dire à l'instant où ^ = o, ce qui 

U . . Z7^ 

arrive après un temps j le mobile étant alors à la distance 



g '^g 

de son point de départ, et déterminer les positions de ce mobile par 

ses distances au point où il a ainsi perdu toute sa vitesse ; en consé- 
quence on fera, dans la i«". et la 3«. des équations ci-dessus rappor- 
ts V^ 
tées,/= if^x =. ^ et les relations entre ^j t tl v 

g ^g 

seront exprimées par les équations 

v = grj S= -— J d'où^ = irfT^ 



^g 



dans l'hypothèse de r = i" on a (/=zffçt ^ = j ffj d'où on conclut que 
]ajbrce retardatrice g est double de la distance a laquelle le mobile 
se trouve du point où sa vitesse initiale est anéantie, lorsque le temps, 
qui lui est nécessaire pour arriver à ce point, est égal à l'unité* 

J'observerai , avant d'aller plus loin , et à propos de \^ force accélé^ 
ratrice et de X^fofxe retardatrice y dont j'ai donné la définition et la 
valeur, que l'intelligence de la signification de ces deux dénominations, 
quoique le mot Jorcè y soit introduit, est cependant tout-â-fait indé- 
pendante de la considération de la cause motrice, et porte entièrement 
sur la considération des effets ou phénomènes, ce qui est une consé- 
quence manifeste de tout ce que j'ai dit. depuis l'art. 677. 

706. Pendant la durée du mouvement qui suit l'instant où la vitesse 
initiale s'est trouvée épuisée , la valeur de ('= JJ — gt devient néga- 
tive , parcequ'on ^ gt^TJ ^ et cette valeur est continuellement crois- 

santé , en conservant le signe négatif. La valeur de x-==^ 

^g 
conserve encore le signe positif, mais , de croissante qu'elle était , de- 
puis / = o jusqu'à /= , elle devient décroissante, tellement que 

le mobile se retrouve au point de départ lorsque le quarré v^ est re- 
redevenu égal à H*, ou a repris'la valeur qu'il avoit à l'instant où on 
comptait zéro temps. A partir de ce même instant, x devient négatif 
et ses valeurs négatives ont des accroissements sans limites. Je revien- 
drai sur ces divers phénomènes de mouvement lorsque je traiterai du 
mouvement des corps graves considéré avec les diverses circonstances 



»4' D Y N A M I Q L- E r I- É M n N T A I R E. ' 

pliysiques, par lesquelles il est'modilié dans le )>assage de ces coq» au- 
travers de l'atmosphère. 

Application de la théorie du mouvement uniformément varié au mouvement 
verlical des corps graves daus le vide. 

707. J'ai dit art. 667 que Galilée avait posé les premiers fondements 
de la dynamique} ses principales découvertes sur cette science, ab- 
solument ignorée avant lui, sont les lois du mouvement composé , dont 
je parlerai bientôt, et les lois du mouvement des corps graves près de la 
surface de la terre. Il a reconnu , sans le secours de l'observation et par la 
seule force de son génie, que ces dernières lois étoient celles du mouve- 
ment unijbrmément varié, exposées dans le chapitre précédent; et il a 
établi à priori la théorie de ce mouvement par la méthode synthétique 
des anciens. Les moyens de soumetti% les phénomènes de la chute des 
graves à des expériences précises n'ont été imaginés qu'après lui. 

708. Je vais parler des lois de ces phénomènes comme de vérités de 
fait, parfaitement constatées, lesquelles, d'une part, fourniront des quan - 
tités ou des nombres absolus qu'on a très -souvent occasion d'employer 
dans les formules et les calculs de dynamique, et d'une autre part ser- 
viront de confirmation aux principes reçus sur la mesure des forces. 

Si on suppose qu'un point matériel libre et pesant est abandonné 
à la pesanteur, dans le vide, sans vitesse initiale, il se mouvra dans 
une ligne verticale ; prenant , à son point de départ, l'origine des es- 
paces parcourus x, comptant zéro temps au moment de ce départ, et 
désignant par r la vitesse acquise au bout du temps t, les relations 
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le nombi*e 9",8i et on le fixera dans sa mémoire en observant que 
lés parties de ce nombre qui se trouvent à gauche et à droite de la 
virgule sont, respectivement, les ii«. et 4«. puissances de 3. 

709. Lia caractéristique ou force accélératrice 9"*,8i, constante au 
niveau de la mer sous le parallèle de l'observatoire de Paris, varie 
avec la latitude en la supposant toujours prise au niveau de la mer; 
elle a, depuis TEquateur jusqu'au Pôle, des augmentations proportion- 
nelles au carré de la latitude, et en désignant cette latitude par L on 
a en général, 

L'unité de tempseit ( , . . . ^= 7,30068 + 0,o3863 sm.^ L J 
tine partie du jour J « / 

moyen égal a ( -86^7^- • • • ff= 9^77 S^O + 0,06174 sin.* Ls 

le terme constant du a«. membre est la valeur de g sous l'Equateur ; si 
on veut prendre pour type la valeur de g sous le parallèle moyen on 
employera les deux équations suivantes qui ont les premiers termes 
de leurs 2*. membres égaux à la valeur de ^sous ce parallèle moyen. 

L'unitédeten.p.e.tf.^^ ^=7,31989-0,01931. COS. aZ,' 

une partie du jour y 

moyeu égale à ^ a64oo • • • • ^= 9,80667— 0,02687 COS. ^lLj 

toutes ces valeurs sont, ainsi que j'en ai prévenu, prises à la surface de 
la mer, mais à partir d'un point quelconque de cette surface la valeur 
de g varie encore à mesure qu'on s'élève; je donnerai, dans la suite du 
cours, la loi de cette variation en hauteur quand j'aurai expliqué la 
théorie sur laquelle sa loi est fondée. 

710. Tous ce que j'ai dit depuis l'art. 707, convient particulièrement 
au cas du mouvement vertical de descente d'un corps grave; ce corps, 
pour se mouvoir verticalement de bas en haut, doit avoir, au point de 
départ, îine vitesse initiale qui diminue, ensuite, graduellement jusqu'^ 
ce qu'elle soit éteinte; lorsque cette vitesse initiale se trouve épuisée 
le corps est parvenu au point culminant de sa marche ; à ce point il 
se trouve dans le cas d'un corps grave libre et abandonné sans vitesse 
initiale à la tendance qu'il a à descendre et à laquelle il cède pour se mou- 
voir de haut en bas pendant un temps indéfini ; toutes ces circonstances 
sont exprimées par les équations du mouvement uniformément retardé 
données art. 706, et contenant la caractéristique g laquelle conserve. 
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d'après la définition de ce mouvement, la même valeur tant dans la 

marche directe que dans la marche rt^trograde du mobile. 

Le raisonnement et l'expérience s'accordent pour prouver que le» 
mêmes équations représentent les phénomènes des mouvements suc- 
cessifs d'ascension et de descente d'un grave lancé de bas en haut avec 
une vitesse initiale. Je ne dois en ce moment , d'après la manière dont je 
suis convenu, art. 677, d'envisager le mouvement, donner cette propo- 
sition que comme l'énoncé d'une vérité de fait, cependant on s'assurera 
aisément que le mouvement vertical et ascensionnel des graves est 
uniformément retarde avec une caractéristique nég;itive numéri- 
quement égale à celle du mouvement uniformément accéléré de ■ 
leur chute, si on considère que la cause motrice qui, pendant chacun 
des éléments égaux de temps dt de la descente d'un mobile, ajoute à 
sa vitesse acquise un élément de vitesse constant dv , en agissant sur 
lui dans le sens de son mouvement, doit, lorsqu'elle agit dans un sens 
contraire \ celui de ce mouvement, c'est-à-dire lorsque le corps 
monte, retrancher, pendant chaque instant dt de sa vîtesse actuelle, le 
même élément de vîtesse qu'elle y ajoute dans le cas de ta descente. 

Les équations de l'art. 706 sont donc applicables aux mouvements 
successifs de montée et de descente d'un grave lancé verticalement de 
bas en haut avec une vîtesse initiale, et la constante g doit, dans l'ap • 
plication dont je parle, avoir pour valeur numérique 9™j8i à la la- 
titude de Paris et au niveau de la mer, les valeurs numériques, au 
même niveau et à différentes latitudes , devant se calculer d'après les 
formules de l'art. 709. 

i/a (,a 

7ii.D'après le contenu de l'art, précédent et l'équation .-r = 
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V est ce qu'on nomme la ^yîtesse due à la hauteur Xj et réci- 
proquement Xs'appelle la hauteur due à la ^vitesse V. 

Comparaison d'^n mouvement varié, d'une manière auelcooque, avec le mov- 
vement uniformément varié. De la quantité qui, oans un mouvement quel* 
conque, a le nom àe force accélératrice. 

712. J'ai expliqué» art. 697, 698 et 690, tout ce qui était relatif à 
la quantité appelée ^/re accélératrice j dans le mouvement uniforme» 
ment varié ; je vais , maintenant , déterminer une quantité analogue , 
dans le mouvement varié d'une manière quelconque, en le comparant 
avec le mouvement uniformément varié et en employant une marche de 
raisonnement semblable à celle par laquelle j'ai déduit, art. 691 et 692, 
la notion et la valeur de la vitesse y dans le mouvement varié en géné- 
ral, de la comparaison de ce mouvement avec le mouvement uniforme. 

La valeur instantanée de la vitesse v ^ pour un mouvement quel» 
conque, dans lequel x=f{t) exprime la relation entre les espaces 

doD 
parcourus et les temps, est, art. 698, ('= —z — =y^ (t) j j'appelle 

i/ la valeur de ^ au bout du temps t + Tj et faisant / — ç = Vj j*ob- 

serve que plus v et r seront petits , plus le rapport s'approchera 

d'être constant et égal à — — ^ plus, parconséquent, la valeur de / s*ap- 

ac 

prochera d'être égale kj*^ (/) + ipTj ip étant une quantité constante pen- 
dant le temps tj (la quantité — r— appartient à l'origine de v et r et 

dt 

doit être considérée comme une constante dans l'équation qui exprime 
la relation entre ces variables v et t ) ; mais s/ =-f (t) + ^ r est , 
art. 701 , l'équation d'un mouvement uniformément varié, dans lequel 
y' (/) est la vitesse initiale, celle qui a lieu lorsque r=o, et tp la carac- 
téristique ou force accélératrice ^ art, 698 et 699 , la vitesse v gagnée 
pendant le temps t ayant, pour valeur, v = ^r, C^ rattache donc, de 
cette manière, les phénomènes d'un mouvement varié en général, à ceux 
du mouvement uniformément varié, et l'identité devient rigoureuse en 

supposant r infiniment petit ; dans ce cas, chaque valeur — , répond 

n 

à une valeur (/2 étant un nombre positif quelconque plus grand que 

/*> 

l'unité) et l'équation v = çrj dans laquelle v ci t deviennent respec- 
tivement du et dtj donne . . .<p = — — = — -^ — z=zf" (t) 

dt dt^ ^ ^ ' 

cette quantité remarquable ^ ^ dont nous aurons à faire un usage conti-^ 
nuel dans la Dynamique » doit porter le même nom que sonanalogMC 
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dans le mouvement uniformément varié ; nous l'appellerons , en consé- 
quencei^/reuccé/^rtz/nce. Je crois devoir répéter ici l'ubservatlon, déjà 
consignée k l'arl. 706, que quoique l'usage ait introduit le mot/brce 
dans cette dénomination , cependant la considération de la cause mo - 
trice, jjeut être, relativement à l'objet que j'ai en vue dans ce chapitre 
et le précédent, séparée de la notion de \i force accélératrice qui ne 
porte que sur les phénomènes de mouvement dont les lois sont censées 
aonnces par le fait. Le signe ^ représente ici un ejfet analogue à celui 
que j'ai désigné , art. 698 , par le signe g^ en traitant du mouvement unî- 
:ormémnet varié ; cet eflêt est le changement de vitesse du mobile , 



?^ 



= —3 — X d9 (la seconde est prise pour unité de temps) qui aurait lieu 

si, pendant l'unité de temps, le rapport -^ — ^ ou l'une des quantités 
ddx ''^ 



le cas général actuel et le cas particulier du mouvement uniformément 
varié., consiste en ce que, dans celui-ci, l'effet est réellement produit, 
au lieu que, dans le cas général, il est simplement hypothétique. 

713. Il résulte des rapprochements, précédemment faits , entre les 
mouvements uniforme , uniformément varié et un mouvement varié 
suivant une loi quelconque et formant un cas particulier de l'équation 
générale a;=f(t), que dans le développement de la valeur à'e (voyez 
pour la notation l'art. 683). 

' = rfl,) + i^r'(') + ^r3/"'(/) + eK. 
i". Les coefficients de r et de-J-r* sont, respectivement, ta vitesse et la 
force accélératrice à l'origine de r ou à la fin de tj sfi. le mouvement, 
dont il s'agit ne diffère , pendant la durée de r, d'un mouvement unifor- 
inémentvarié, dont le double du coefficient de r* est \a caractéristique 
ou force accélératrice , que par les termes contenant les puissances de T 
égale et supérieures à la troisième, et ne diffère d'un mouvement uni- 
firme , dont le coefficient de r est la caractéristique ou la vitesse ^ 
r les puissances de r éK^le et siipiTicures à la seconde. 
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Ces résultats, ramenés à des consitlératîons géométriques, se trouve - 
roient liés k la théorie des osculations de différents ordres. 

Classement des eflTets dynamiques produits par une force sur un corps. Cas 
où la force , après la génération instantanée d'une vitesse finie , cesse d'a- 
gir sur le mobile. Phénomènes qui ont lieu lorsque ce mobile est ainsi aban* 
donné à lui même. De la force (Tinerfie. 

714. Les notions et les principes établis dans les deux chapitres prccé - 
dents, sur les différentes espèces de mouvement, sur les quantités carac- 
tcristiques qui entrent dans leurs équations, ou qui s'en déduisent, 
étaient indispensables pour l'intelligence de ce qui me reste à dire sur la 
comparaison et la mesure des forces, envisagées sous le point de vue qui 
intéresse la Dynamique } je vais faire un premier usage de tes notions, 
pour rapporter k des idées nettes et classer les divers çff^t^ dynamiques 
d'une force sur un corps qui sera d'abord censé être un point matérieL 

Ce mobile, mis en mouvement par la force , se meut, à un instant 
quelconque, avec une certaine vitesse et dans une certaine direction; or, 
on peut imaginer qu'il a acquis cette vitesse par l'action instantanée 
d'une cause motrice qui, après la lui avoir imprimée, a cessé d'agir sur lui, 
ou qu'il l'a acquise , par l'action prolongée et soumise à la loi de continu- 
ité d'une puissance de direction et d'intensité constantes ou variables. 

Il résulte , de ces divers modes d'action, des états très-différenis du 
corps à l'instant où il commence à être mis en mouvement ; dans le 
premier cas , il est dès ce premier instant, par hypothèse, animé d'une 
vitesse finie , dans le second il a une simple "altesse naissante qui ne 
devient une vitesse finie qu'au bout d^un temps fini , après avoir acquis, 
en suivant la loi de continuité ^' toutes les valeurs intermédiaires entre 
zéro et sa valeur au bout de ce temps. Je vais d'abord m'occuper du 
premier cas , celui de la génération instantanée d'une vitesse finie par 
ime force qui , après l'avoir imprimée, cesse d'agir sur le mobile, et 
l'abandonne à lui-même. 

Je commence par observer que cette génération subite et instantanée 
d'une vitesse finie dans un corps n'existe pas, selon toute apparence, 
dans la nature , où la communication et les modifications du mouve- 
ment sont , en général , soumises à la loi de continuité ; quelques phé- 
nomènes, il est vrai , semblent contredire cette assertion , tels sont ceux 
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qui accompagnent les chocs , les explosions de ga.z , etc., cependant 
cil examinant tes choses de près, on reconnaît aisément que^ta^/of de 
continuité n'est violée dans ces phénomènes qu'en apparence ; on s'as - 
sure que les modifications successives et nuancées du mouvement existent 
réellement, mais qu'elles échappent à nos sens par leur rapidité. D'après 
ces observations, il faut considérer la durée inHaiment petite de la géné- 
ration d'une vitesse finie comme une limite qui n'est jamais atteinte , 
et dont les durées effectives des phénomènes de ce genre s'approchent 
plus ou moins ; je n'en résoudrai pas moins des questions importantes 
de dynamique dans l'hypothèse d'une pareille génération, et ce n'est pas 
la seule circonstance où , pour se pré|)arer , avec avantage , k des ap- 
plications physiques , il faut d'abord traiter des cas extrêmes j ou abs- 
traits, qui ne sont jamais rigoureusement ceux de la nature. 

7i5. Les questions à faire sur les phénomènes résultants de l'impul* 
BÏon , ainsi donnée au mobile, portent sur la direction initiale , sur la 
ligne qu'il suivra dans l'espace, et sur la loi de son mouvement le long 
de cette ligne , c'est-à-dire sur la relation entre les longueurs qu'il par- 
courra et les temps qu'il em'ployera à parcourir ces longueurs.' 

Ln réponse à la première question est, que la direction initiale du 
mobile sera celle suivant laquelle la cause motrice aura agi sur lui, 
proposition qu'on peut regarder comme évidente par elle-même; les deux 
autres questions , relatives k la ligne parcourue et à la loi du mouve- 
ment le long de cette ligne , se résoudront par le raisonnement déjà 
employé en plusieurs endroits de ce cours, et particulièrement à l'art, 
43 , par lequel on s'assurera que le corps doit suivre la ligne droite 
suivant laquelle sa direction initiale a lieu , et se mouvoir d'un mou- 
ii forme; en efTet , si on Fait" passer, par la Vip;ne dont \ 
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direction initiale , qui divise en deux parties égales les distances entre 

Jes points homologues dés deux courbes. 

Pareillement , si on dit que le mobile ne se mouvra pas uniformément 

sur la ligne, il faudra prouver que son mouvement sera, ou accéléré , 

ou retardé; mais, à un instant quelconque de ce mouvement, dont Féqua- 

• ■ ■ doD 

tion est x =:f{t) , on n'a pas plus de raison pour po§ery' (^) = --7— 

quey (/) = -7 — j donc la seule hypothèse recevable est celle de 

f (/) = , c'est-à-dire que le mouvement est uniforme. 

716. Tous les raisonnements qui précèdent peuvent aussi être appli* 
qués à un corps qui , après avoir acquis une vitesse finie par des gra- 
dations nuancées, et soumises à la loi de continuité, est ensuite aban- 
donné à lui même, les puissances qui l'ont mis en mouvement cessant 
d'agir sur lui ; à l'instant où cette cessation d'action a lieu , il suit néces- 
sairement une certaine direction qu'il conserve dans les instants suivants, 
en se mouvant uniformément le long de la droite qui a cette direction. 

717. Les preuves des propositions énoncées dans les deux articles 
précédents tirent essentiellement leur force de cette loi de la nature, 
déjà citée à l'art. 6 , par laquelle « un corps ne passe jamais de l'état 
K de repos à celui de mouvement, et réciproquement , sans que le chan* 
« gement d'état ne soit la suite d'une action exercée sur ce corps par 
« un agent qui en est indépendant. >» 

Cette inaptitude d'un corps à changer de lui-même son état de repos 
ou de mouvement a été nommée force d'inertie. Je conserverai cette 
dénomination , quoique le root force n'y soit pas placé avec plus de 

raison qu'il ne Test dans la dénomination du rapport ^ qu'on a 

appelé, art. "^1%^ force accélératrice} je me bornerai à observer que 
l'existence de ztiie force d^inertie est constatée, tant par les observa- 
tions des phénomènes de mouvement qui se passent à chaque instant 
autour de nous , que par les observations , dont les conclusions sont 
encore plus rigoureuses, des mouvements des corps célestes. Vainement 
voudrait-on conclure de l'action réciproque, constatée par ces observa- 
tions , des molécules de matière les unes sur les autres, qu'il existe 
dans les corps un principe de mouvement incompatible avec \^ force 
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d'inertiej celte objection aurait toute ta force dont elle est sugceptîblc 
dans le cas , purement idéal , d'un point matériel agissant par attraction 
sur un autiie point matériel, t^ui n'agirait pas sur lui, et vers lequel il de- 
vrait se mouvoir, comme je le ferai voir par la suite; et cependant, même 
dans ce cas idéal , la. forte d'inertie n'en subsisterait pas moins dans 
le point matériel attirant, puisque son mouvement n'est pâs le résultat 
d'une actioti qu'il exerce' sur lui-même, mais exige la présence d'un 
autre corps , hors de lui , sans lequel ce mouvement n'aurait pas lieu ; 
pour rendre les propositions relatives à \3l force d'inertie , absolument 
indépendantes de la considération des forces de la nature qui, très- 
probablement, tiennent toutes les parties de la matière dans un mou- 
vement perpétuel, il faut appliquer ces propositions à un point matériel 
dans l'hypothèse où il n'y aurait pas, dans l'espace, d'autre matière que 
la sienne. 

Pîveries manièret d'agir dei forcée dont l'action eit aoumiae à la loi de con- 
tinuité, eu égard au mouvement actuel des corps qui éprouvent cette action. 
Principes sur la comparaiion de ce* forcei entr'elle*. Définition de \A~force 
motrice. 

718. Les forces dont l'action est soumise à la loi de continitilé sont, 
très -probablement, ainsi que je l'ai observé dans le chapitre précédent, 
les seules qui existent dant la nature quoique, eu égard à l'imperfection 
de nos organes, les phénomènes sensibles paraissent souvent contredire 
cette assertion; et il faut d'abord poser, sur leur comparaison et leur 
mesure, des principes qui pourront ensuite s'appliquer aux cas hypo- . 
thétiques des changements brusques dans l'état dynamique des corps. 
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doit surpasser la sienne d'une quantité pareillement déterminée, et 
que sans cet excès de vitesse le corps échapperait entièrement à l'action 
de la main. 

La même remarque a lieu pour l'impulsion donnée par un ressort, par 
un fluide etc. le point matériel, mis en mouvement, éprouve d'autant 
moins l'action du corps moteur que sa vitesse approche davantage de 
celle du point de ce corps moteur avec lequel il est en contact ; les 
râleurs de l'une et l'autre de ces deux vitesses, à un instant quelconque, 
ont donc, sur la variation de la vkesse du mobile, au même instant, 
une influence qui doit entrer en considération dans le calcul de son 
mouvement. 

719. Il n'en est pas de même de certaines forces de la nature, dont 
la plus généralement connue, par ses effets, est la pesanteur; leur action 
est indépendante de la vitesse actuelle du mobile dans le sens de cette 
action. Ainsi un grave étant, à partir de l'état de repos, abandonné k 
la pesanteur, il en recevra un certain élément de vitesse , ou une vitesse 
naissante dv ^ au bout du premier instant dt^ égal à l'incrément que la 
pesanteur aurait ajouté à une vitesse finie quelconque dont il aurait pu 
être doué, dans le sens vertical, au commencement de ce même instant. 

La pesanteur ou l'atraction universelle ne possède pas exclusivement 
cette propriété ; d'autres forces de la nature telles que les attractions 
magnétiques , les attractions et répulsions électriques, en jouissent dans 
l'étendue de leur sphère d'activité ; elle paraît s'étendre à toutes les 
forces dont le mode matériel d'action sur les corps échappe k nos sens; 
les calculs faits dans l'hypothèse de son existence sont généralement 
confirmés par l'observation. 

On peut donner une explication de la propriété dont je viens de 
parler en disant que la propagation des actions des forces, auxquelles 
elle appartient, a lieu av^c une vitesse ou infinie, ou si grande qu'on 
peut la regarder comme infinie , (*) de manière que les corps en mouve- 

(* ) Il parait, en effets que les actions de la pesanteur, et des autres forces 
de même nature , ne sont pas rigoureusement indépendantes des vitesses des 
corps soumis à ces actions ; voici comment s'explique , à cet égard , l'illustre 
auteiir de L'Exposition du système du monde et de la Mécanique céleste : 
et N0U3 n'avons aucun moyen pour mesurer la durée de la propagation de la 
c pesanteur ; parceque , l'attraction du soleil ayant une fois atteint les planètes , 

I 5 
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jiient, dans le sens de ces actions,, en reçoivent des impulsions aussi 
énergiques que s'ils étaient en repos. On ramtne à ce cas les actions des 
forces qui y échappent en introduisant dans tes expressions analytiques 
de leurs impulsions, ou pouvoirs moteurs, les vitesses relatives comme 
on le verra dans la suite du cours. 

730. Ayant ainsi réduit les diverses espèces de forces à un mode 
commun d'action, il s'agit de voir comment on peut, par des considéra- 
tions déduites des phénomènes du mouvement, comparer leurs inten- 
sités. Un moyen simple d'arriver , sur cet objet , aux résultats générale - 
ment adoptés, est de supposer que plusieurs forces impriment, pendant 
un même instant dt, i». différentes vitesses élémentaires à une même 
masse ou point matériel , a*, la même vitesse élémentaire à différentes 
masses ou points matériels. Après avoir examiné ces deux cas dans l'hypo- 
llièse des générations des vitesses élémentaires pendant un même instant 
dt, je rendrai les résultats indépendants de cette hypothèse, et je les 
appliquerai ensuite à des productions instantanées de vitesses finies. Or, 
dans le premier cas, les rapports entre les forces, qui agissent sur une 

u cet aalrc continue d'agîr tur elles comme si la Force attractive se commu- 

• niquait , dans un înslant , aux exirémités du systcme planétaire , on ne peut 
a donc pas savoir en combien de temps elle se transmet à Ja terre; île même 

• qu'il eût été impossible , sans les éclipses des satellites de Jupiter , et sans 

• l'aberration, de reconnaître le mouvement successif de la lumière. Il n'en 
" est pas ainsi de la petite dîflerence qui peut exister dan» l'action de la pe- 
« santeiir sur les corps , suivant la direction et la grandeur de leur vitesse. Le 
<• calcul m'a fait voir qu'il en résulte une accélération dans les moyens mouvc- 
k ments des planètes autour du soleil et des satellites autour de leurs planètes. 
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même masse, ne peuvent être assignés qu'au moyen des effets produits 
sur cette masse, et ces effets se réduisent absolument aux vitesses élémen- 
taires engendrées; il est donc bien naturel de regarder les forces comme 
proportionnelles à ces éléments de vitesses , et il serait peut-être impos- 
s\h\ç j à priori j de donner des raisons pour prouver qu'elles sont dans une 
proportion plus grande , qui ne s'appliquassent également à prouver 
qu'elles sont dans une proportion plus petite ; mais à cette considération , 
qui est du plus grand poids^ se joint l'accord de tous les phénomènes 
avec le principe qui rend la force proportionnelle à la vitesse, la masse 
étant constante ; ce principe est donc une loi de la nature; je ferai voir 
dans la suite du cours comme elle se trouve pleinement confirmée par 
les phénomènes du mouvement des graves. 

Dans le second cas, celui d'une même vitesse élémentaire imprimée 
par diférentes forces à différentes masses, on a encore la réunion et de 
la simplicité du principe et de son accord avec tous les phénomènes, 
pour affirmer que les forces dont il s'agit sont entr'elles comme les 
masses auxquelles elles impriment une vitesse élémentaire commune. 
Les phénomènes du mouvement des graves nous offrent , pareil - 
lement , une preuve , aussi concluante que remarquable , de cette se- 
conde loi et qui est, même, plus immédiate que celle de la première, 
quoiqu'au fond l'une et l'autre soient également bien confirmées par 
des observations qui ne laissent rien à désirer et dont je parlerai, suc- 
cessivement, à mesure que les élèves connaîtront les théories propres 
à les leur faire bien concevoir et apprécier. 

721. Puisque, d'après la première des deux lois posées dans l'article 
précédent, la puissance est proportionnelle à l'élément de vitesse, 
lorsque la masse est constante, et à la masse, pour un même incrément 
de vitesse, cette puissance est en général proportionnelle au produit de 
la masse pour l'élément de la vitesse. J'ai rapporté les actions des 
diverses puissances à une même durée infiniment petite dl\ pour arri- 
vera des résultats indépendants de cette hypothèse, considérons d'abord 
les rapports des puissances qui impriment aux mobiles des mouvements 
uniformément variés. Dans un de ces mouvements pris en particulier, 
la masse du mobile étant constante, l'intensité de la puissance motrice 
est aussi constante d'après la i«. loi de l'article précédent, puisque, 
art, 697, dans tout le cours du mouvement, à une même durée dont 
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la valeur est arbitraire et peut être ou finie ou infiniment petite, 
correspond une même variation de la vitesse ; si une autre masse 
égale à celle dont je viens de parler se meut aussi d'un mouvement 
uniformément varié mais différent du précédent, les puissances mo- 
trices, dans ces deux mouvements, seront entr'elles, d'après la même 
première loi, comme les éléments différentiels de vitesses qu'elles en- 
gendrent pendant un même élément de temps dtj mais, d'après la 
propriété fondamentale du mouvement uniformément varié, art. 698, 
les rapports de ces éléments de vitesses sont ceux des incréments finis 
de vitesses engendrés pendant l'unité de temps , c'est - à - dire ceux 
des caraclérislitfues om. forces accélératrices respectives des deux 
mouvements ; or dv étant , dans le premier mouvement , l'élément 
de vitesse engendré pendant l'élément de temps dtj et dv' l'élément 
de vitesse engendré pendant l'instant dt' dans le second mouvement, 
les forces accélératrices respectives ont article 699 pour valeur 

- , et , , - j le rapport de dl à dt' étant quelconque ; ainsi lorsque 

difTérenls mouvements uniformément variés sont imprimésà des masses 
égales, une des puissances, qui engendre un de ces mouvements, est, 

en général, dans ses relations avec les autres, représentée par ~--j — ^ 

ou par g, l'équation du mouvement dû à cette puissance étant 
X-=E-\- V£-\-~gi^ (voyez l'art. 700 pour la notation). 

Supposant ensuite que les mobiles ainsi soumis à des puissances 
constantes ont des masses différentes, une des puissances serait d'après 
la i*. loi de l'article précédent proportionnelle à la niasse sur laquelle 
clip asit , et que je dési^iip par m , si les quutiUtés fj étaient é^alc; 
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bout d'un temps quelconque /, quelle que soit la loi du mouvement d'u - 
ne masse m^la puissance est proportionnelle au produit de cette masse 

m par la force accélératrice —j — ^ ou à -^ — m. 

du 
728. On a donné, à cette expression remarquable— 7— m qui repré- 
sente l'intensité momentanée de la puissance, le nom àa force motrice j 
je suis parvenu à sa détermination générale par une marche de raison- 
nement semblable à celle que j'ai suivie, art. 712 et suivants, pour déduire 
de la notion de \sl force accélératrice ^ dans le mouvement uniformé- 
ment varié, celle de la quantité qui lui correspond dans un mouvement 
quelconque, en profitant ainsi de la clarté que répand, sur les raison- 
nements et les démonstrations, le passage du mouvement uniforme 
au mouvement uniformément varié, et de celui-ci au mouvement varié 
en général , par des considérations de phénomènes et de quantités analo*' 
gués dans ces divers mouvements ; mais on arrive, ordinairement, à la 
notion de \di force motrice ^ par un raisonnement beaucoup plus court, 
en disant que, pour une masse constante, la puissance doit être en raison 
directe de l'élément de vitesse engendré, et en raison inverse de la durée 
de cette génération, ce qui la rend immédiatement proportionnelle à 

dv 
—j — s et comme son intensité doit être, toutes choses égales d'ailleurs ,^ 

d'autant plus grande que la masse mise en mouvement est plus considéra- 
ble, cette puissance est, généralement, représentée par le produit —-7— m. 

75^4. Il est njanifeste que —7— ou —j — dç est la valeur d'une vitesse 

finie, celle qui serait engendrée pendant l'unité de temps, si à l'instant 
où dif a lieu le mouvement était modifié de manière que dans le 
développement de la valeur de a:^ donnée par l'équation x=:f(t)j les 
termes du 3*. ordre et des ordres supérieurs disparussent. La force mo- 
trice est donc le produit de la masse par une vitesse finie. 

Introduction , dans la mesure des forces , en dynamique , des mêmes quantités 
absolues qui ont servi à la mesure des forces en statique. Equations fonda- 
mentales du mouvement varié avec les principales formules qui s'en déduisent. 

726» Le résultat de ce qui a été dit, dans la première, partie du cours , 
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sur la comparaison des intensités des forces et l'expression de ces inten* 
sites en nombres absolus peut être ramené à l'énoncé suivant : « »i 
« une force quelconque est supposée agir verticalement de bas en haut 
« sur un corps grave , d'une matière homogène celle qui est choisie pour 
« fournir une base aux mesures de poids, et que le corps, qu'on suppose 
« n'avoir encore pris aucun mouvement, perde, par cette action, toute 
« tendance à descendre de manière à céder au plus petit excédant d'effort 
« qui tendrait à le faire monter, le nombre d'unités cubiques rapportées 
« à une mesure déterminée de longueur, contenues dans le volume du 
(f corps, est l'expression numérique , en unités de poids, de l'intensité 
« de la force. » Voyez les art. i6 et suivants. 

Ce mode de comparaison et de mesure des forces détermine parfai- 
tement la nature, le mode d'action et'l'espèce de celles dont la com- 
position, la décomposition et lîéquilibre ont été les objets des théories 
exposées dans la première partie du cours ; mais les principes posés , 
depuis le commencement de cette seconde partie, ajoutent quelque 
chose aux connaissances de détail qui les concernent. Si on a plusieurs 
masses m' , m" , m'", etc. de la matière dont il est question dans la 
règle précédente , et que les poids de ces masses soient les mesuras 
respectives d'autant de forces F ^ F", F"', etc. Il est évident que les 
tendances h descendre de m', m" , m"'j etc. sont uniquement dues à 
la vitesse élémentaire gdt que leur imprime la pesanteur , et les rap- 
ports entre les efforts exercés par ces corps contre les puissances qui 
annulent leurs tendances à descendre, ou entre les nombres d'unités de 
poids qui représentent les valeurs numériques de ces puissances, sont aussi, 
art. 722, ceux des forces motrices imprimées k m' , tn" , m'" j en vertu 
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la force motrice qui a lieu en vertu de Taction d'une puissance quel- 
conque sur une masse m^k Tinstant où cette puissance engendre, dans 

cette masse 9 un élément de vitesse df^j on a, art, yaa, fjt = — -—t/^, 

al 

si p est le poids d'un grave de même masse que m^ on aura, d'après 

ce qui précède , p=^gm ou m = -^— ^ d ou ^ = -^— . -— - . rêva- 

luation de ^se trouve, par là, rapportée à celle d'une quantité yt?^ qui 
se détermine par des moyens et des instruments connus , et à une 

longueur ff= 9™,8i à la latitude de Paris. dépend de la loi du 

mouvement, c'est \dL fonction seconde de la valeur de x dans l'équa- 
tion x=^f{l) qui exprime cette loi. 

727.. Voici un tableau des équations fondamentaleiï du mouvement 
varié et des formules principales qui s'en déduisent; 

Le temps = /> 

La distance à laquelle le mobile se trouve, au bout 
du temps /^ d'un point fixe pris sur la ligne droite 

de son mouvement = ....,. xj 

Sa vitesse au bout du temps / = - {^j 

La force accélératrice au bout du temps / = ^j 

La force accélératrice due à la pesanteur = ^=9™^8op; 

La masse du mobile = m j 

Le poids d'un grave de même masse que lui = ... . pj 

La force motrice au bout du temps / = fi. 

J'ai démontré les équations fondamentales 

(')••• ^="^r''*^^>- • • ^ = ^^-' (3) . . .//= -^^— 

ainsi que l'équation 

/ \ p di^ 

(4> f--T~dr 

Combinant (i) avec (2) et (2) avec (3) et (4) on a 

(5) . . . vdi^ = ^dx j (6) . . . fjL =zm<pj (7) . . . ^/ = — ç. 

s 

ddx 
on déduit de (i) , dv = — r — ; cette valeur de dv^ substituée dans (2) 

(3) et (4), donne 
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,Q, . àdx ddx V diîx 

(8)..(6=-^i-.- (9) ■•/'--^î-'w; (.0) ../*=. -^ •-^^. 

L'intégrale de (5), dans l'hypothèse des valeurs simultanées v=s^W 
etf^dx^o, donne 
(11) v*=W*-\- 2.f^dxj 

et en substituant pour 4> w valeur fi 



(■=>) . 



= JV' + -^/udx. 



Lois du mouvement rectillgne et vertical d'un point matériel pesant, en ayant 
égard aux variations que subit la pesanteur à diiFcrenles distances du centre 
de la terre. (') 

728. J'ai donné, art. 707 et suivants, les équations du mouvement des 
graves, près de la surface de la terre, qui renferment, avec les lois de ce 
mouvement découvertes par Galilée, les termes dûs à la variation de la 
pesanteur à différentes latitudes. Ces équations satisfont aux phéno - 
mènes, avec toute l'exactitude désirable, k des hauteurs au-dessus du 
niveau de la mer, ou à des profondeurs au-dessous de ce niveau, tri-s- 
pelites par rapport aux dimensions de la terre ; mais cette exactitude, 
suffisante dans une infinité Je cas, n'est pas rigoureuse, la force accé- 
lératrice, au lieu d'être constante, comme je |'ai supposé, dans une 
même verticale , change aux différents points de cette verticale , et ce 
changement est déjà sensible au sommet des montagnes élevées. La loi 
à laquelle il est soumis n'est pas la même au-dessus et au-dessous de 
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^stances simples, dans Tintérieur de la terre. Cependant les formules 
différentes qui se rapportent à l'une et à l'autre loi , s'accordent pour 
donner les mêmes valeurs approchées, ainsi que je le ferai bientôt voir, 
lorsqu'on y introduit, pour condition, que le mobile est à une petite 
distance de la surface de la mer , d'où il suit que sa force nfK)trice 
n'éprouve que des changements insensibles dans une verticale qui tra- 
verse cette surface, la condition dont je viens de parler étant supposée 
remplie , mais ces changements , quoiqu'insensibles , n'en sonf pas 
moins réels. 

Les équations données, depuis l'art. 707 jusqu'à l'art. 711 ne sont 
donc, au fond, que des équations empiriques; nous pouvons mainte- 
nant leur en substituer d'autres fondées sur les véritables lois des forces 
de la nature, lois dont la théorie est aussi curieuse par elle-même 
qu'importante par ses conséquences. Les résultats de l'analyse suivante, 
établie d'après ces lois, seraient encore susceptibles de quelques modi- 
fications , si on avait égard à la figure sphéroïdique de la terre ; mais 
cette considération est tout-à-fait inutile pour les applications que j'ai 
à faire de ces résultats dans la suite du cours ; elle intéresse particu- 
lièrement et exclusivement l'Astronomie physique. 

729. Je suppose d'abord que le mobile part d'un point donné d'une 
verticale élevée au-dessus de la surface de la mer, à l'instant où on 
compte zéro temps } qu^à cet instant sa vitesse est nulle, et qu'aban- 
donné à la pesanteur il va se mouvoir de haut en bas le long de cette 
verticale. Je désigne par a sa distance initiale au centre de la terre, 
par X la hauteur dont il est descendu au bout du temj>s t ^ par ^ et v , 
respectivement la force accélératrice et la vitesse au bout du même 
temps, par g la force accélératrice à la surface de la mer dans la ligne 
verticale du mouvement, et par r le rayon de la terre =;= 6366198". 
La masse du mobile est supposée égale à l'unité. 

On a, d'après la loi de la variation de la force accélératrice énoncée 
dans l'article précédent, Pégalité de rapport 



(i)... 



g i^a — xY 



^bstituant pour ^ sa valeur , (art. 71a), multipliant, après 
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la substitution, le premier membVe par c et le second par la valeur 
dx 



dt 



de ( 



(") 



, vdv = gr^. 



dx 



(a — xY 



igr^ 



cette équation a pour intégrale c" = + C , et comme on a, 

par hypothèse , les valeurs simultanées t- ^ o et a: = o, l'intégrale devient 
s.gr^x 



(3) . . . . 
1 on déduit 



a [a — x) 



(4) . 



780. Telle est la relation entre les vitesses successives et les espaces 

parcourus correspondants ; et pour comparer ce résultat avec celui qu'on- 

aurait en supposant, comme je l'ait fait art. 707 et suivants, la force 

accélératrice constante , on peut d'abord en tirer la valeur de la vîiessc 

au point où le mobile arrive au niveau de la mer ; à ce point on a 

a — x = r, et cette condition, introduite dans l'équation (3) de l'arc. 

précédent, la réduit à 

r 

f • = • 2.ex . 

a ° 

l'équation de l'art. 708 donne simplement t^ ^2gx , ainsi, dans le cas 

de la nature, la vhessc acquise est yAus petite que dans le cas hypothé- 



tique auquel se rapporte l'équation de l'art, cité, vu que 
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multipliant le ^^ membre, haut et bas, par {a — ar)T, ajoutant et re- 

— ad.v 
tranchant ensuite * p- de ce second membre^ (i) devient 

(.) (^\Kdt= -li^=^)-^^ + — ^"^" . . 

V ^ y \x[a — oo)\t . \x{^a — x)\'^ 

Si sur la verticale a^ comme diamètre, on construit un demi cercle, 
dont X soit une abscisse à compter de l'extrémité supérieure, s Tare 
correspondant, compté de la même origine, et j l'ordonnée, les valeurs 
de dy et //j" seront, respectivement le i«r. et le a«. terme du ^«. membre 
de Téquatîon ci -dessus; d'où on déduit, en observant, relativement à 
îa détermination de la constante, qu'on a les valeurs simultanées 07=0^ 
j^ = o et 5 = Oj l'une ou l'autre des deux intégrales 



(^y«=- 



<3) l-S-)"=^+'' 

(4) . . • . I ■*/•/= {x(^z—x)|*+ j/z. arc I cos.= ^ — 1~~ )• 

En substituant, dans cette équation, la valeur de x donnée par (4), 
art. 729, on aura la valeur du temps en fonction de la vitesse ; mais 
celte vitesse ainsi que l'espace parcouru ne peuvent s'exprimer, en 
fonction du temps, que par les séries. 

782. Si la loi de l'accélération sur laquelle toute l'analyse précédente 
est établie se conservait la même sur la longueur entière àe a^ c'est-à- 
dire depuis le point de départ du mobile jusqu'au centre de la terre, 
le temps employé, par ce mobile, pour parcourir la ligne a serait 



n^ 



(équation (4) de l'art, précédent) égalà-y^r. — 7>^= ^ expression dont 

nous retrouverons l'analogue dans la théorie du mouvement elliptique des 
planètes; la valeur de la force accélératrice et celle de la difTérenticlle du 

quarré de la vitesse prendraient les formes respectives — ^ et — - — ; la 

vitesse serait elle-même, infinie, et, déplus, aurait, ainsi que le temps, 
des valeurs imaginaires pour tous les points de la ligne du mousTmcnt 
qui se trouveraient au-delà du centre de la terre par rapport au point 
de départ» 
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Ces esj>cce9 de paradoxes s'expliqueront lorsque j'aurai exposé Tes 
lois du mouvement d'un point matériel sollicité par une force qui, éma- 
nant d'un centre fîxe, agit en raison inverse des carrés des distances. St 
ce corps a reçu une impulsion suivant une direction qui ne passe pas 
par le centre fixe, il décrira, dans le plan qui renferme cette direction 
et ce centre, une section conique, dont le centre d'action sera un de» 
foyers, lequel foyer se trouvera d'autant plus rapproché du sommet de 
la courbe décrite que l'impulsion aura été plus foîble ; dans le cas où 
plie serait nulle, le foyer et le sommet de la courbe se confondraient, 
la trajectoire serait une ligne droite. 

Mais l'hypothèse, que je viens de faire par la conservation de la loi du 
mouvement dans l'étendue entière de a, se rapporte k un cas purement 
idéal ; dans le cas de la nature, le point matériel , placé hors de la masse 
de la terre, doit, avant d'arriver à son centre, parcourir la moitié de 
son rayon , et dès qu'il a commencé à pénétrer dans son intérieur, la 
loi de l'accélération change , ainsi que je l'ai annoncé art. 728 , et 
devient telle que la force accélératrice ne peut jamais être infinie. 

Voici l'analyse par laquelle on détermine tous les phénomènes du 
mouvement entre la surface de ta mer et le centre de la terre. 

733. L'origine des espaces parcourus, désignés par Xj étant prise au 
niveau de la mer , c'est-à-dire à la distance r du centre de la terre, et 
à un point où la force accélératrice =g, le mobile est supposé com- 
mencer à se mouvoir sans vitesse initiale et partir de cette origine, 
lorsqu'on compte iéro temps s abandonné ainsi à la pesanteur , et , 
se mouvant dans l'intérieur de la terre, la force accélératrice est, art. 
718, à chaque instant, proportionnelle à la dislance à laquelle il se 
trouve dvi centre de la terre, c'est-à-dire k r — x , on a donc 
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{2) . : f;a== -sL.a? (ar — x)j 



d'où on déduit 

(3). 



x=r±yL 



U^-^') 



g 

Si sur le diamètre 2r de la terre ^ comme grand axe, on construit une 
ellipse dont le demi petit axe soit '^'gr ^ l'ordonnée à cette ellipse, 
correspondante à l'espace parcouru x ^ sera la vitesse v du mobile. 
Cette vitesse, supposée nulle au point de départ, ou à une des extré- 
mités du diamètre terrestre , se trouvera encore nulle à l'autre extré- 
mité du même diamètre, le mobile étant censé avoir traversé le globe 
terrestre. Le maximum de la vitesse aura lieu au centre de la terre où 
sa valeur l/^ sera à la valeur V^Tgr qu'elle aurait eu , si la force ac- 
célératrice g y qui a lieu à la surface de la mer, se fut maintenue cons- 
tante dans l'intérieur de la terre , comme i : \^. 

784. Je substitue , dans l'équation (2) de l'art, précédent , pour 9 

sa valeur --j — et cette équation devient 

. . . .± . rdx 

(i) . . . . 



y^ X (ar — X) 



Si , sur le demi cercle circonscrit à la demi ellipse dont j'ai donné 
la construction dans l'article précédent , on prend un arc s qui ait la 
même origine que l'espace parcouru x ^ tx. dont l'abcisse soit ce même 
espace Xy le second membre de l'équation précédente sera la valeur de 
ds ^ d'où on conclut , en observant que / et ^ sont nuls ensemble , 
l'une ou l'autre des valeurs 

(^) r^- s 

t V gr = r arc. l cos. = 



et réciproquement 

^«3)« % • % n X 



= J,_cos.(^/j/Â U,- 



égalant cette valeur à celle que fournit l'équation (3) de l'art, précé- 
dent , on obtient les deux équation» 



(4) 



(«) 
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'=(t)-"4'"=( 



(^o- 



Oi' 



et tous les ]>hénoinèDes du mouvement se trouvent complètement dé- 
terminés par les équations de cet article et du précédent. 

735. Le mobile, qui est censé pouvoir parcourir le diamètre entier 
de la terre, a, d'une extrémité à l'autre de ce diamètre, un mouve- 
ment oscillatoire, qui est exprimé très-clairement par l'équation (3) de 
l'art, précédent; en effet, si dans cette équation on attribue à / les valeurs 



successives 



^■^'V-j^^^VT-'i^i'^i^i' 



Yr. 



(.T étant la demi circonférence qui a l'unité pour rayon ) les valeurs 
correspondantes de x seront, respectivement, o, r, s.r , r, etc. 
et se reproduiront continuellement dans ce même ordre, si les valeurs 
successives de t , à compter de / = Oj croissent pftr intervalles égaux 

i le mobile, après avoir parcouru le diamètre de la terre, 

reviendra donc à son point de départ , retournera ensuite à l'autre ex- 
trémité du diamètre, etc. par des oscillations qui ne peuvent cesser 
qu'en vertu de causes étrangères à la loi du mouvement. Chaque allée 

et retour, a une durée égale à 2.tI/ — , et voilà un premier exemple 

des symboles de mouvements uniformes dont j'ai parlé à l'art. 690 ; le 
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de la mer et éliminant x de Téquation (i) de l'art. 729 au moyen de» 
l'équation /• + <^ + j? = /'/^ la valeur de ^^ donnée dans le même ar- 

ticle, devient ^ = -^ ^-r^ } on voit par cette équation et par l'é - 

g 
quation (i) de l'art. 788 ^= (a- — x^ que, dans une même ver- 

ticale et à partir de la surface de la mer, la force accélératrice, due à 
la pesanteur , va en diminuant à mesure qu'on s'éloigne du point de 
départ, tant au-dessus qu'au-dessous de celte surface. Ainsi un mobile 
tombant d'un certain point supérieur à la mer aura une force açcélé-» 
ratrice toujours croissante jusqu'au moment ou il sera arrivé au niveau 
de la mer; à ce moment si on suppose qu'il peut continuer son mou- 
vement vertical dans l'intérieur de la terre, la force accélératrice de 
croissante qu'elle était deviendra décroissante, et la loi de continuité 
sera, sous un certain point de vue, violée dans ce changement. En effet 

J équation <p = —. -rj- donne en gênerai , ■ = — 



valeur qui, à la surface de la mer, c'est-à-dire dans l'hypothèse de 

d^ — /• g 
^ = 0, devient , = : — ^ dans l'équation ^ = (r — x^ , 

on a, pour toutes les valeurs de a?^ , = } ainsi \dL fond ion. 

prime de la valeur de a? en ^ est subitement doublée au point où Toct 
passe de l'extérieur à l'intérieur du globe terrestre. 

737. Uexpression -z prj- étant développée , et ^ n'étant pas censé 

excéder les plus grandes hauteurs auxquelles l'homme peut s'élever, on 
pourra négliger les termes du développement qui contiènent les i®. 3^ 

etc. puissances de ^ j et cette expression deviendra 1 i =— |^. 

La quantité 1 — est le facteur par lequel il faut multiplier les 

diverses valeurs de g que j'ai données art. 709 , lorsqu'on veut avoir 
égard à la variation de la pesanteur dans le sens vertical à une hauteur «^ 
au-dessus du niveau de la mer. S'il s'agit des variations de la pesanteur 



.7? 



à des profondeurs x au-dessous de ce niveau le facteur sera i '■ — , et 
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on observera que ce dernier facteur est rigoureusement applicable k 

une profondeur quelquonque , au lieu que le premier ne convient qu'à 

dfs hauteurs trts-petites par rapj>ort au rayon de la terre. Ces facteurs 

seront employés utilement dans l'exposition de la thi-orie du nivellement 

barométrique. 

ySS. Si on veut examiner comment les équations du mouvement des 
graves données depuis l'art. 729 jusqu'à l'art. 784 s'accordent avec 
celles dans lesquelles on suppose ta force accélératrice constante, it faut, 
dans les premières, introduire, pour condition, que l'espace parcouru a: 
est asseï petit pour qu'on puisse négliger les termes multipliés par sa 
S", puissance. On aura ainsi pour le mouvement au-dessus de ta mer, 

et pour le mouvement dans l'intérieur de la terre 



(3), 



i' = }^^^ j (4) ■ . ' = 1/-^ 



pour ce sccoml cas, la seule condition de la peiilesse de a: fait coincider 
les équations (2) de l'art. ySS et de l'art. 784 avec celles de l'art. 708. 

Pour le premier cas les relations entre .r, v et t dépendent de la 
distance a ^ ou de la position initiale du mobile j mais ^i on veut éten - 
dre l'usage des équations, qui se rapportent k ce premier cas, au mou - 
venient de descente dans l'intérieur de la terre, à partir du niveau de 
la mer, elles deviendront identiques avec les équations du 2'. cas, parce 
qu'alors on aura la distance initiale au centre de la terre =:a = r. 

Lois du mouvement verlical d'un point matériel pesant , en ayant égard à la 



SECTIOKrtIEMliSRE. 49 

en ce que son. sens d'action est déterminé par ie sens du mouvement 
du mobile auquel elle est toujours directement opposée ; de plus^ elle 
n'a d'effet qu'autant que ce mobile a une vitesse fmie dont elle lui en- 
lève , à chaque instant , une portion infiniment petite. 

On a conclu^ et d'un grand nombre d'expériences et du raisonne- 
ment (je reviendrai sur cette matière quand je traiterai de la résis- 
tance des fluides ) que , les cas extrêmes des très «petites et des très- 
grandes vitesses exceptés , si le mouvement a lieu dans un liquide ou 
dans un gaz aeriforme , de même densité par toute sa masse , l'élé - 
ment de vitesse détruit à chaque instant^ par la résistance du mi- 
lieu (dl supposé constant) est sensiblement proportionnel au quarré 
de la vitesse du mobile , au même instant ; ainsi le inobile pesant, se 
mouvant dans une verticale, la variation instantanée de sa vitesse, est 
due, 1^. à la pesanteur qui change cette vitesse ^ en v';j^gdtj 2**. h 
la résistance du milieu par laquelle cette dernière valeur devient 
V + gdt — kif^dt y en désignant par k une constante à déterminer par 
l'expérience ; ensorte qu'on a ^f' = + gdt — hç^dtj et la force motrice 

a pour valeur. + ^ — ^^*-> '^ masse étant = i. Les signes supérieur 
et inférieur de gdtj sont respectivement applicables aux mouvements 
verticaux de descente et d'ascension. 

740. Je vais d'abord traiter le cas du mouvement d'ascension , et pour 
rendre les expressions homogènes et la suite de l'analyse plus facile, je subs- 

tituerai k la constante h une autre constante a^ en faisant k = — , et {'aurai 

on tire immédiatement de cette équation 

du 



g 


, ^^ a 


a 





Le 2«. membre est la différentielle d'un arc qui a pour tangente tri 

ç 

Çonométrique ^ ce qui donne 

-s_ ^ =; C — arc. ^ tang 
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JjC mouvement vertical d'ascension ne peut avoir lieu sans une vitesse 
initiale; soit U cette vitesse, dont on suppose que le mobile étoit 
animé k l'instant où on comptait zéro temps , t'état initial donnera 

o = C — arc. < tang. = > et on aura pour intégrale ultérieure 



I tang. = -£ ( - arc. I tang. = -^ I • 
on 
tang. jarc. [tang. = -^]--l.| • 



(a) . . . -2-/ = arc. 

on déduit de cette équation 

(3) 

Pour avoir la relation entre l'espace parcouru et la vitesse on multi- 
pliera le premier membre de (i) par v et son second membre par la 



valeur 



dt 



■ de v_, en désignant par a: la distance à laquelle le mobile 
8e trouve au bout du temps tj du point oii il avait la vitesse initiale U, et 
celte équation ( i ) pourra se mettre sous la forme <ic= . — r— — — 

a* 

ayant pour intégrale x = C log. {a* + v*) ; 

l'hypothèse des valeurs simultanées x =o, et v^ V , donne 
C = -^— log. («" + Z7a)j d'où 



(4) 



<^)- 



on déduit de cette équation, en désignant par e le nombre dont le 
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(^> ■^=^0--^)- 

on en déduit 

dç _ ^ dv di 



gdt = 



a» 



^ a a ^ 



et on a pour îîitégrfile, après avoir divisé les deux membres par a^ 

(2) , . . , / = ' log. I ' — ^ ), 

La constante arbitraire est nulle d'après l'hypothèse des valeurs' 
simultanées ^^ = et ^=0. On déduit de cette équatioa 

Pour obtenir une équation finie entre les vitesses et les espaces parcourus 

on multipliera le i«. membre de (i) par v et le %^. membre par la valeur 

dx 

j de u j et on aura , 

. i^di^ 

gdx = 






multipliant les deux membres par — j-* et intégrant 

-^a, = -Iog.(i-^),ou 

la constante est encore nulle parce qu'on a , en même temps , par hy - 
pothèse , f/ = o et -a? = o. 
Résolvant cette équation par rapport à ^ on a 

(b) . . . . ç= ^— = ^ . 

Si on substitue cette valeur dans (2) on aura t en xj et si on l'égale 
à celle qui est donnée par l'équation (3) on obtiendra l'équation 
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742. La quantité a est constante pour un milieu et un mobile don- 
m'-s j mais quoique le mobile r^te le même , elle varie d'uli milieu à 
l'autre, et réciproquement dans le même milieu elle varie avec la masse 
du mobile. Je reviendrai sur ces observations avec quelque détail , lors- 
que je parlerai de la résistance des fiuides. Je me bornerai à dire, 
en ce moment , que les équations des deux articles précédents peuvent 
être employées utilement à la détermination de a par Texpérience. Eh 
effet dans le cas de Part. 740 , connaissant la vitesse initiale U et la 
plus grande hauteur^ à laquelle le mobile s'est élevé, l'équation (4) 



mconnue 



de cet article donnera Zf= log. I i H ï , la seule 

restante sera a qui pourra se calculer par des méthodes d'approsima- 
tion. Si au lieu de la plus grande élévation , on connaît le temps T de 

cette élévation, on tirera de l'équation (2), =: tang. ( — 7* | y 

a \ a J 

enfin , sans connaître la vitesse initiale , si on a observé la plus 
grande hauteur de l'ascention et sa durée , on aura l'équation 



S= -^ log. 

2J- 



I + tang. 



(i-) 



: voilà donc trois moyens de 



calculer a par des données expérimentales. 

Dans le cas de l'art. 741 , H étant la hauteur totale de la chute et 
T sa durée , on substituera ces valeur» observées à a; et ; dans l'équa - 
tien (6) de cet article, et on aura encore une équation qui ne contien- 
dra d'autre inconnue que a. On peut aussi employer le temi» total 
d'une ascension et d'une descente , en combinant les équations qui se 
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comme le quarré de la vitesse ; on y voit que la valeur de cette vitesse 
ne peut }amais être plus grande que a ^ quelle approche sans cesse de 
cette limite et qu'effe ne Tatteint rigoureusement que lorsque le temps 
ou l'espace parcourus sont infinis; mais, dans un grand nombre de cas 
les quantités exponentielles peuvent prendre un accroissement très- 
rapide de manière que le nombre qui multiplie a^ dans la valeur de v ^ 
devienne promptement presque égal à l'unité, et que le mouvement 
parvienne sensiblement à l'uniformité avec la vitesse a. C'est un premier 
exemple des espèce» de mouvements variés^ dont j'ai parlé à l'art. 695. 
744. Le mobile lancé de bas en haut avec la vitesse initiale U séléve, 

comme ona vu précédemment, à une hauteur log. ^i + tang.^l — ri 

à cette hauteur, sa vitesse se trouvant entièrement éteinte, il prend 
un mouvement rétrograde et une des forces qui font varier son mou- 
vement, subit, ainsi que Je l'ai observé art. 789^ un changement, brus- 
que en prenant, tout-à-coup, une direction diamétralement opposée 
à celle qu'elle avait pendant l'ascension du mobile. Les équations du 
mouvement, dans ce second cas, ne peuvent pas se déduire de celle 
qui se rapportent au premier cas, les relations entre t çX, v sont dif- 
férentes. Cependant on peut ramenc*r l'expression de ces relations à des 
considérations géométriques qui établissent la loi de continuité entre 
les phénomènes du mouvement de montée et de descente. Du rayon 
AC=^a traçons un arc-de-cercle AB dont la tangente ATj menée p. 
au point A^ soit égale à la vitesse initiale Uj prenons sur cette tangente 
la longueur -r^Ç = i^^ et traçons les sécantes CT et CQ j on verra très- 
aisément, en rapprochant cette construction de l'énoncé de l'équation 
(2) art. 740, que celte équation peut être remplacée par la suivante 

2 X secteur CBn 
ag 

Soit maintenant, C le centre et A le sommet d'une hyperbole équi- 
lalère AMHj prolongeons la tangente TA^ commune aux deux courbes, 
jusqu'à 82^. rencontre R avec l'assymptote CRN j prenons sur AR une 
longueur Ar=> ç (cette indéterminée i^ étant celle qui entre dans l'équa- 
tion (3) art. 741 ), et une longueur Jr' dont l'excès sur la première 
soit ceii$é une partie infiniment petite TT' = iiç^j menons enfin les 
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rayons vecteurs CtMj Ct'M'. On trouvera sans difficulté que le seC- 

(eur élémentaire CJIf3f — -^ = — ^ — d'où dt— 

a" 

et ^= j cette équation pouvant remplacer léquation (a) 

de l'art. 741. 

Ainsi comptant les vitesses sur la ligne RT , de part et d'autre de 
l'origine j4 , savoir les vitesses qui ont lieu dans le mouvement d'as- 
cension du cûté de T , et celles qui ont lieu dans le mouvement de 
descente du cûté de R. , les temps correspondant à ces vitesses seront 
représentés par les aires comprises entre le rayon CB la courbe com- 
posée BnAMH , et un autre rayon vecteur quelconque , Cn ou CM y 
mené ii cette courbe composée, et coupant RT à l'extrémité de la 
partie AQ ou Ax qui représente la vitesse. On comptera zéro temps 
au moment 06 le mobile sera lancé de bas en haut avec la vitesse ini- 
tiale AT= V j le rayop vecteur Cr ou ÇQ se confondant alors avec 
CT i et cette origine du temps sera commune à la montée et à la 
descente. 

La propriété énoncée & l'art. 748 est manifeste dans cette construc- 
tion; on voit que la vitesse At ne peut jamais excéder la longueur AR 
du demi^axe a} elle n'atteint cette longueur que lorsque CM se con- 
fond avec l'asymptote CR , auquel cas Taire CAM qui représente 
le temps est infinie ; mais le point r peut être promptement asse? 
rapproché du point 71 pour que les lignes Ax et AR ne dilFèrent 
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comme on peut s'en assurer à Paspect des équations (i) des art. cités, de 

développer la fonction = i -I + 4- — 7- +etc. 

^'^ +-^ ^^ ^^ «^ 

— a^ 

le signe supérieur est applicable au cas du mouvement d'ascension et le 

signe inférieur au cas du mouvement de descente. 

Dans l'un et l'autre cas on intègre le produit de la série par //(^ ou 
par t^di^^ respectivement, pour obtenir la valeur du temps ou celle de 
l'espace parcouru et on a. 

Dans le cas du mouvement d'ascension 

ZP—ç3 u^—ç^ U7—çr 

£74— (^4 , V6—ç6 Z78_(,8 

Dans le cas du mouvement de descente 

ç3 ^5 çf 

^4 v^ t/8 

^^=i,a + ^_ +._ + ._ etc. 

Lorsque la résistance du milieu est nulle ou que a=^ ^j le 2^. 
membre de chacune de ces équations se réduit à son premier terme, 
et on obtient alors les relations entre /^ (^ et x qui doivent avoir lieu 
dans le vide. 

On peut aussi employer utilement ces valeurs en série dans les calculs 
relatifs à la détermination de la quantité Uj ou de la résistance du fluide ; 
je supprime ces détails par les motifs donnés à la fin de Tart. 742. 



De la dureté, de Pétai de mollesse ^ de V élasticité et des divers degrés de cea 

qualités dans les corps. Mesure de Vélasticité. 

746. La dureté est la propriété des corps par Idqttellé ils résistent 
plus ou moins aux efforts qui tendent à séparer les différentes parties 
de leurs nuisses ^ ou , en général , à changer les positions respeelives 
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ôe en parties , et par conséquent les formes des corps ; un corps 
parfailement dur est celui dans la forme duquel aucun effort ne peut 
produire le plus léger changement. On a tout lieu de croire qu'il 
n'existe pas de corps pareils dans la nature , et je considère la par- 
faite dureté comme une qualité purement abstraite , maie dont l'in- 
troduction , dans certaines branches de théorie générale, est indispen* 
table , comme on le verra dam la suite du cours. 

Lorsqu'un corps n'est pas parfailement dur et que sa forme est par 
conséquent susceptible de changement, tfi une force , aprt-s avoir opt-ré 
im pareil changement , cesse d'agir sur lui , ou ce corps conservera la 
nouvelle forme qu'il a été obligé de prendre, ou il reviendra complè- 
tement à la première, ou enfin il changera sa nouvelle forme mais san? 
regagner entitrenient la première. 

Le corps qui est dans le premier cas s'appelle un corps mou ; il doit 
être, à certains égards, quant aux phénomènes de mouvement, assimilé 
aux ç.orçs parjailemcnt durs } le iecond cas est celui des corps /?«»/■- 
faitement élasiiques j on peut si l'on veut, considérer encore la 
parfaite élasticité comme une propriété abstraite, quoique la nature 
nous offre beaucoup de corps qui en jouissent àlin degré éminent, 
enfin le 3". cas est celui des corps imparfaitement élastiques. 

747- On a tenté d'établir , entre les différents degrés de dureté 
des corps, quelques modes de comparaison , utiles dans les arts , mais 
étrangers aux recherches qui vont suivre , et qui ne sont pas d'ail - 
leurs susceptibles d'une rigueur mathématique. Il n'en est pas de même 
des difTérems degrés d'élasticité , leur mesure , que j'aurai occasion 
d'introduire dans des problêmes imiwrtanls de dynamique, se rapporte 
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Soil maintenant un autre corps imparfaitement élastique se trouvant, 
d'ailleurs, dans des circonstances parfaitement semblables à celles que 
je viens de décrire, à la valeur près de sa vitesse avant le choc, qui peut 
être ou ne pas être la même que celle du premier corps ; après le choc ce 
corps retournera aussi en arrière sur la ligne de direction de son premier 
mouvement, mais sa vitesse sera moindre qu'elle n'était avant le choc 
dans un rapport qu'on peut supposer = 1 : n^ l'unité représentant la 
vitesse antérieure au choc, et n un nombre positif <; ï ; ce nombre n 
dpnnera la mesure l'élasticité du second corps lorsqu'on fera l'élasticité 
parfaite = i. 

Définition de la quantité de mouvement, Distinction entre la pression et le chocm 
La rigueur des théories d'équilibre est indépendante des considérations sur 
les forces particulières à la Dynamique. Représentation des forces , dans 
l'analyse des phénomènes du mouvement d'un corps ou d'un système do 
corps , par des forces motrices ou des quantités de mout^ement ^ des Jbrces ac^ 
célératrices , ou des vitesses. Observation sur la décomposition des vitesses. On 
peut toujours ramener les expressions qui représentent les forces appliquées 
à un système à ne contenir que de% forces accélératrices ou des vitesses. 

748. On a vu par les détails dans lesquels je suis entré art. 714 et 
suivants sur la comparaison et la mesure des forces, que les effets mé- 
caniques dont les corps en mouvement sont capables dépendent essen - 
tiellement de leurs masses et de leurs vitesses; m désignant la masse et • 
if la vitesse, le produit mç qu'on employé, à chaque instant, dans le^ 
problêmes de dynamique a été désigné par le noni particulier de quan- 
(Ut de mouvement. 

J'observerai, à propos de cette définition, que le mode de comparaison 
des forces entr'elles, établi art. 718 et suivants, se réduit à assigner 
des rapports entre des quantités de mouvement } en effet Xdijbrc^ 

d\f 
fnoince v ■ iw, à laquelle, art. 722, \^ puissance est proportionnelle, 

n'est autre chose qu'une quantité de mouvement hypothétique, qui 
aurait lieu au bout de l'unité de temps , si, à partir de l'état de repos, le 
corps se mouvait, pendant cette unité de temps, d'un mouvement unifor- 

dif 
mément accéléré avec Ja force accélératrice , supposée constante. 

i 8 
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749. J'ai fait connaître , aux articles cités, que les forces dont la 
composition, la décomposition et l'équilibre constituaient les objets de 
ta première partie du cours , étaient celles qui , dans le premier ins- 
tant de leurs actions sur les masses m, leur impriment des quantités 
de mouvement élémentaires mdw ou m^dtj (en désignant respective- 
ment par V, 4> et dt, la vitesse , la force accélératrice et l'élément du 
temps) ou qui, à un instant quelconque de ces actions prolongées, font 
varier de mdç ou m^dt la quantité de mouvement actuelle /ne du 
corps. Or les effets mécaniques dont est capable une mas^ lorsqu'elle 
jouit de la quantité de mouvement élémentaire m^pdt^ ou qu'elle est 
animée d'une quantité de mouvement finie /ne, étant d'ordres diffé- 
rents , et tels qu'on ne peut établir ni rapports de quantités, ni condi- 
tions d'équilibre entre les actions des masses, prises dans l'un, et les 
actions des mêmes masses, prises dans'l'autre de ces cas, (je donnerai 
bientôt , sur cet objet , des développements appuyés d'exemples )on a dis - 
tingué ces effets par des noms différents. On appelle pression l'action, 
contre un obstacle d'une masse m, animée d'une quantité de mouvement 
élémentaire «ï^(/;, celle que lui communique, dans le i". instant, une 
Jouissance coiilinue , la ma&se m étant à cet instant supposée en état de 
repos , et l'effet de l'obstacle qu'elle presse étant d'empêcher les accrois ■ 
scments successifs de la vitesse naissante; et on désigne par le nom de 
c?ioc, l'action contre un obstacle de la mênle masse m, lorsqu'elle a 
acquis soît par l'action continuée de la puissance, soit d'une autre ma- 
nière quelconque la quantité de mouvement finie mv. 

ySo. Ces détails, ceux qui les ont précédé depuis l'art. 714, et 
d'autres qui ne tarderont pas k être exposés, doivent, ainsi que j'en 
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tement les circonstances auxquelles on rapporte son action , on ne 
compare à cette force , et èntr'elles , que d^autres forces qui , par le 
faiij ont des modes d'actions tels qu'elles peuvent , dans les condition^ 
et dans les circonstances assignées, contre -balancer les efforts résultants 
de l'action de la puissance prototype, ce qui suppose qu'elles sont, néces- 
sairement, de même nature et de même ordre qu'elle; dès-lors l'expres- 
sion d'une force, pour la Statique, p'est que le nombre indiquant le rapport 
entre cette force et son unité convenue , sans aucun égard aux facteurs de 
cette expression que des considérations de dynamique ont fait découvrir. 
761. Des puissances^',/?", etc. capables d'imprimer, respectivement, 
k des masses mf ^ m" y etc. des quantités de mouvement élémentaires 
m' ^' dt, m" 4f' dty etc. doivent doi?c, d'après les explications fort éten- 
dues qui précèdent, si , pour ne s'attacher d'abord qu'au cas le plus 
simple, leurs directions concourent en un même point, être sujettes aux 
mêmes lois de composition, de décomposition et d'équilibre qui ont 
été établies dans la première partie du cours. Qu'on suppose maintenant 
que chacune de ces puissances soit capable d'imprimer, dès le premier 
instant de soo action, au Heu de l'élément m^dt de quantité de mouve* 
ment, la quantité de mouvement finie m^ qui représente \di force 
motrice j les équations posées dans le premier cas devront encore sub- 
sister dans celui-ci, puisque les rapports entre les puissances resteront 
les mêmes. Les changements opérés dans les termes de ces équations 
consistent en ce que les nombres , qui représentoient d'abord les inten* 
sites, se trouvent ensuite multipliés par le facteur infini mais commun 

— ^î — j les données et les inconnues passent d'un ordre de quantité 

à l'autre mais conservent les mêmes relations. 

En général si un point matériel reçoit, dans des directions quelconques, 
les impulsions simultanées de plusieurs puissances dont chacune pourrait 
lui donner, dès le premier instant de son action, une vitesse soit élémen- 
taire soit fime,la vitesse et la direction résultantes de toutes ces impulsions 
se détermineront d'après les vitesses et les directions que le corps pourrait 
recevoir des différentes forces, en substituant purement et simplement ces 
vitesses et ces directions aux intensités et aux directions dos forces dans 
les formules de composition fournies par la statique, ce qui est évidem-r 
ment applicable aux décompositions et aux conditions d'équilibre. 



6o DïNAMIQUEÉLéMENTAlRE. 

Ces propositions, qui sont des conséquences immédialps ou plutôt In 
énonciations, en d'autres termes, de celles qui sont consignées dans les 
art. 714 et suivants, pourroïent se démontrer immédiatement par une 
suite de raisonnements absolument semblables à ceux que j'ai employés 
depuis l'art. 41 jusqu'à l'art. 74. On commencerait par le cas de deux 
forces capables d'imprimer des vitesses égales F dans des directions dif- 
férentes faisant entr'elles un angle 2a, et on trouverait la vitesse résul- 
tante v = nF cos. a f imprimée suivant une ligne qui partagerait l'angle 
aa en deux parties égales, etc. 

ySi. La décomposition d'une vitesse F en plusieurs autres peut être 
considérée sous un point de vue purement géométrique; si, par exemple, 
un corp M, animé de cette vitesse F, se meut d'un mouvement uniforme, 
dans une direction déterminée faisant les angles respectifs ci-,S,y avec 
trois directions rectangulaires suivant lesquelles la décomposition est 
censée avoir lieu, les composantes ^cos.aj V co&.Sj Fcos.y, seront le» 
valeurs des projections orlbogonalca , sur les droites auxquelles se rappor- 
tent aj ^ et j-j de l'esjîace parcouru pendant chaque unité de temps par 
ilf sur sa ligne de mouvement, et les produits tVto&.a, /f cos. S, tFcos. y 
seront les projections orthogonales, sur les mêmes droites, de l'espace 
total parcouru par M pendant le temps /. 

753. En résultat si l'un quelconque M des pointa matériels composant 
un système est sollicité par des forces dont chacune serait capable de 
lui imprimer une vitesse finie F au premier moment de son action, 
toutes les forces appliquées au système seront dans l'analyse relative k 
la détermination des phénomènes du mouvement, représentées par des 
termes de la forme MFj et si toutes les masses M sont égales les forces 
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nécessaires. Dans le cas oii les masses sont égales les puissances sont 
représentées par les seules forces accélératrices. 

764. J'observerai, en finissant ce chapitre, que, dans l'analyse de» 
phénomènes de mouvement d'un système de corps sollicité par des 
puissances quelconques, on peut toujours ramener les signes qui repré- 
sentent les forces à n'exprimer que de simples vitesses. En effet, une force 
étant capable de donner à une masse M dans le i®^. instant de son action 
soit une vitesse finie V^ soit un élément de vitesse duquel on déduise 
une force accélératrice 0> ce qui, dans l'un ou l'autre cas, lui assigne 
parmi les forces de même ordre ou l'expression MV ou l'expression 
JlfiP^ si on suppose que cette force agisse sur un autre corps M! on 
devra toujours pouvoir déduire de l'effet produit sur ce second, corps 
la quantité qui assigne à la cause motrice une relation déterminée avec 
les autres puissances ; cet effet se réduit à la production d'une vitesse 
V ou d'une force accélératrice ^' ^ la puissance devra donc être repré- 
sentée dans le i«'. cas par MV ou par M' V et dans le second cas par 
M0 ou M' 0'j c'est - à - dire qu'on aura M' V = MV et M' 0' = MiD^ 

MV M0 

d'où V^ = ^, ^ ^ = — -jT^ j et comme on peut poser pour cha- 
que force du système une équation semblable dans laquelle^ entre la 
même masse JfcT^ on voit qu'en divisant tous les produits MV ou M0j 
qui représentent les forces appliquées à un système, par une quantité 
commune M^^ représentant une masse déterminée , les quotients V ou 
(P'j qui représentent ou des vitesses ou des forces accélératrices, pour- 
ront, dans l'analyse des phénomènes du mouvement, être substitués aux 
produits MV ou M0 pour représenter les forces. 

Conditions de l'équilibre dans le choc de deux corps parfaitement durs qui se 

meuvent en sens directement opposés. 

755. Les principes sur la comparaison et la mesure des forces , in- 
distinctement applicables tant à la théorie de l'équilibre, traitée dans 
la première partie du cours, qu'aux phénomènes du mouvement, étant 
établis comme je l'ai fait dans les chapitres précédents, je vais les ap- 
pliquer à un cas fondamental d'équilibre entre les corps en mouve- 
ment , dont l'examen , ainsi que j'en ai prévenu art. 668 , appartient 
proprement à la Dynamique. 

Une force qui agit sur un corps libre et en repos (considéré d'abord 
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CKMOMme vu poiiH oMArriel parfaitement ikir ) et qui , dans le preniec 
moment de son actiont lui imprime une certaine Ylteasey ou finie, ou 
HOT 'jw m y met ce corps en état d'agir lui-même contre un obstacle 
^ s^oppoterait à son mouvement. Supposons que l'obstacle soit un 
plan matériel immobile, perpendiculaire k la direction du mourcment 
impnmé; le mobile (era éprouver à ce plan, ou un chocj ou tme/F/ri- 
skm , art. 749 ; mais quelle sera la mesure de cette impulsion quel •» 
conque, ou plutôt quel sera son rapport avec Timpulsicm cpie l'obstacle 
aurak reçu de la force , si celle-ci eàt exercé immédiatement sur lui 
l'action qu'elle a exerce sur le mobile? d'abord les seuls éléments dont 
se compose la faculté qu'a le corps d'agir sur l'obstacle, étant la masse 
et la vliesse, la loi la plus naturelle et la plus simple qu'on puisse as- 
signer aux relations existantes entre les actions pareilles de plusieurs 
corps est de dire qu'elles suivent entr'elies les raisons composées des 
masses et des vitesses , c'est-à-dire qu'elles ont , les unes avec les autres , 
les rapports existants entre les forces qui ont donné aux corps la facul- 
té d'agir ; mais on peut , indépendamment de cette considération , af- 
firmer que le rapport de Teffet immédiat de la force contre l'obstacle, 
à TefTet correspondant du corps qui lui doit sa faculté d'agir, est celui 
de l'égalité , puisqu'on ne saurait nier cette proposition sans nier tout 
ce qui est connu et adopté, comme incontestable, sur la comparaison 
et la mfsure des forces dont le mode d'action échappe à nos sens ; nous 
ne pouvons lier à la notion de ces agents invisibles l'idée de ^uan - 
iiié , que par les phénomènes observés sur les corps auxquels ils ont 
communiqué le pouvoir de produire des effets sensibles j ainsi c'est 
& la connaissance de ces phénomènes que se réduit tout ce que nous 
savons sur la pesanteur j l'intensité de son action sur un corps est tou- 
jours considérée comme identique avec l'efTort que ce corps exerce 
contre un obstacle, représentée par cet effort lui-même, et comme 
c'est la pesanteur qui nous a fourni le terme général de comparaison 
^t de mesure des forces , celles-ci se trouvent à tous égards dans le 
même cas que leur prototype commun. 

756. Des points matériels m' ^ m'\ etc. à qui des (oTce% f y f" ^ etc. 
ont donné des vitesses élémentaires di/ , dv" etc. peuvent donc exercer, 
contre un obstacle, dans les circonstances énoncées à l'art, prcédent, des 
efforts qui ont des mesures m'di/j m"di/' ^ etc. communes avec les forces 
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f^ yf' y etc. Il en serait de même, art. ySi , si les vitesses engendrées, au 

lieu d'être infiniment petites, étaient les vitesses finies . y . ,etc. 

c'est-à-dire si des quantités de mouvement égales hux forces mo- 

m'd^' m"ds/' ^ . . , . . , 

tnces -z — ^ -j — y etc. étoient instantanément imprimées 

aux corps. Dans tous c^ cas , si les masses animées de quantités de 
mouvement élémentaires ou finies sont supposés agir simultanément 
sur un point , leur équilibre sera soumis aux mêmes lois que celui des 
forces auxquelles elles doivent leurs facultés d'agir. 

On déduit immédiatement de ces considérations le théorème suivant. 
« Si deux corps parfaitement durs M' et M!' y que l'on peut, pour fixer 
4c les idées, considérer comme deux sphères finies ou infiniment petites , 
« se meuvent uniformément avec les vitesses respectives /^'et V" , et en 
« sens directement opposés, le long de la ligne droite qui renferme leurs 
« centres, et qu'on ait l'équation M'f^= M!'V" (qui est renonciation de 
« l'égalité entre les quantités de mouvement) ces corps resteront juxta- 
« posés et immobiles à compter du moment où il se seront rencontrés. 

757. Quelques auteurs, après avoir établi les principes posés précé- 
demment sur la comparaison et la mesure des forces, ont, cependant, 
cru devoir assujettir la démonstration du théorème sur l'équilibre, dans le 
choc direct des corps durs, à des raisonnements particuliers, sans la dé- 
duire immédiatement, comme je viens de le faire, de l'identité entre l'efïet 
dont un corps en mouvement est capable et celui qu'on doit attribuer 
à la force qui a mis ce corps en mouvement. Voici à quoi se réduisent 
ces raisonnements : le rapport de masses de M! à M" étant supposé celui 
de I : n et le rapport des vitesses V^ et V" celui de /z : i ; (on suppose 
d'abord que les masses sont commensurables entr'elles, ainsi que les 
vitesses , et quand on a traité ce cas celui de l'incommensurabilité n'a 
aucune difficulté) et on dit i^'. que l'effet de la masse M" égalé à n fois 
la masse M! et animée de la vitesse V est le même que celui de n 
masses M! y unies ou agglomérées ensemble, et animées chacune de la 
vitesse V" } à®, que l'effet de la masse M! jouissant de la vitesse V^ égale 
à n fois la vitesse V" y est le même que celui qu'on obtiendrait si on 
faisait sur V^. la même sous -division en n parties, précédemment opérée 

sur AT'^ et qu'on imprimât chacune de ces n vitesses partielles — - 
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à autant de masses M' qui , réunies, agiraient ensemble. On ramène ainsi 
le cas des masses et des vitesses différentes à celui des masses et des vîtes- 
,ses égales. J'observe que la première des propositions par lesquelles on 
arrive à ce résultat est incontestable et même évidente , mais que la 
seconde, quoique vraie, n'est point du tout dans la classe de celles qui 
doivent être accordées sur le simple énoncé, et, avec une légère réfle- 
xion, on reconnaîtra qu'elle renferme une pétition de principe^ c'est- 
à-dire qu'elle présuppose la vérité de ce qu'on veut démontrer. Or cette 
même proposition est une conséquence immédiate des principes relatifs 
à la mesure des forces et aux effets dont les corps mis en mouvement 
par ces forces sont capables, la liaison de ces principes avec le théorème 
de l'article précédent est donc également immédiate et on tombe dans 
un cercle vicieux en voulant établir cette liaison par des raisonnements 
intermédiaires. 

• 

Jjois du choc direct des corps parfaitement durs , et des corps qui jouisseut 

d'un degré cpelconcpe d'élasticité. 

768. Deux mobiles qui se meuvent sur une même ligne droite , ou 
/directrice^ sont, pour fixer les idées , supposés être des sphères de 
grandeurs fîiiies ou infiniment petites, ayant constamment leurs centres 
sur ia directrice, et un mouvement de translation générale de tous les 
points de leurs masses parallèlement à cette ligne sans rotation autour 
du centre. Ces mobiles désignés par M' et M" sont animés des vitesses 
respectives V et + V" j les signes respectifs de ces vitesses se déter- 
minent d'après les mêmes règles auxquelles sont soumis les signes des 
puissances qui les ont engendrées (voyez les articles a5 et 26) ; ainsi, 
en attribuant à V le signe positif, V" aura le signe positif ou le signe 
négatif, respectivement, suivant que M' et M" se mouvront dans le 
même sens ou dans des sens contraires; enfin , dans le cas de V et F" 
positives , il faudra , pour que le choc puisse s'effectuer , supposer 

Ces préliminaires posés, lorsque, pour une combinaison quelconque 
des signes de V et V" ^ la rencontre des deux corps aura eu lieu, il 
est évident, d'après leur incompressibilité et leur parfaite dureté, qu'ils 
resteront juxta-posés, se mouvapt avec une yîtesse commune, précisé- 
ment 



Sectîonpremière. 65 

ment comme le ferait un corps unique M'" dont lâ masse serait égale 
À 31^ + M"j mais , à l'instant de la génération de cette vitesse com- 
mune , les choses se passent exactement de la même manière que si le 
système de deux masses juxta- posées Af et Mf' ^ ou la masse unique 
M'" , recevait tout-à-coup une impulsion donnée par une force dont Tia- 
tensité serait représentée par la somme des quantités de mouvement 
M'V + M"V*'j après l'impulsion, ce corps M!" doit, conformément 
aux principes ci-dessus établis, être en état de produire , contre un obs- 
tacle, précisément le même effet que la force à laquelle il doit sa fa- 
culté d'agir, et les effets de ce genre sont entr'eux comme les quanti- 
tés de mouvement ; M!" acquerra donc, par l'impulsion, une quantité 
de mouvement égale à M! V ^ M" F" j désignant sa vitesse par 
on aura M!" ç=^M'f^'jr M." V" et en substituant pour M'" sa valeuf 
W + M!' 



c = 



M' + M" 

759. Le raisonnement par lequel cette équation est obtenue n*est , 
au fond , que celui qui a conduit au théorème de l'art. 766 relatif à 
la condition d'équilibre datis le choc des corps durs ; ce raisonnement 
peut être employé, pour arriver au même but, d'une manière, plus ex- 
péditive encore , qui a l'avantage de donner la première idée d'une 
méthode générale indistinctement applicable à la mise en équation 
de tous les problèmes de dynamique, et dont nous ferons le plus grand 
usage. Puisque , par l'état de la question, le système M + M" ou le 
corps Af"' se trouve soumis à l'action de la puissance M' V '^M" V" 
et que, par hypothèse, ce système ou corps doit, en vertu de cette ac- 
tion, acquérir la* quantité de mouvement {M' '\- M") v ou M'" v ^ si 
à ^instan^de la production de cet effet, un autre corps M" y animé 
de la vitesse — 9 et se mouvant sur la même ligne de direction que le 
premier corps M!" y venait choquer ce premier corps , la quantité de 
mouvement hl!" ç serait évidemment détruite; ce nouveau corps M!" 
ou la nouvelle puissance — M!" ç^ annulerait donc l'effet de la puissance 
qui a pour mesure M^P^-j^ Ml'V'y c'est-à-dire ferait équilibre à cette 
puissance, ce qu'on énonce par l'équation M! V + M!' V — M.'" f/ = o 
donnant, pour f^,la valeur trouvée dans l'art, précédent. 

Oa observera que l'équation par laquelle le problème est résolu esÇ 
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une équation d'équilibre renfermant les inconnues qui se rapportent 

au mouvement. 

760. Voici une autre manière d'obtenir cette équation que j'expose 
ici pour servir de préparation à la théorie du choc des cdrps élastiques. 
Puisque les deux corps, après le choc, doivent se mouvoir, juxta-posés, 
avec une vitesse commune Cj on peut, sans rien changer à l'état des 
choses, imaginer qu'avant te choc il sont supportés par un plan, qui se 
meut parallèlement k leur ligne de mouvement avec cette même vitesse 
fj les vitesses de JW et M", sur ce plan, étant, respectivement, F' — v 
et v^l V" , les vitesses absolues dans l'espace seront c + {F* — v) et 
c — {*■ ip F") ou /" et + y". Or c'est uniquement en vertn des vitesses 
V — c et v^i V" SOT le plan, que M' et M" peuvent se joindre et agir 
l'un sur l'autre dans le choc, celle qui leur est commune avec le plan 
n'étant d'aucun effet pour changer ta distance qui les sépare et déter- 
miner leur rencontre. On peut donc , sans égard au mouvement du 
plan, considérer M' et M" comme deux corps qui vont à la rencontre 
l'un de l'autre sur ce plan, avec les vitesses respectives-^ — vet uJ^F" 
et qui se choquent avec les quantités de mouvement Af{f^ — ç) et 
M"{'f^F"). Mais, par hyjMthèse, la vitesse que chacun d'eux doit 
avoir après le choc est celle du plan qui les entraine, et pour que cette 
condition soit remplie il faut que ces coq» restent immobiles, par rapport 
au plan , au point de ce plan od ils se rencontreront , et , par conséquent, 
que les quantités de mouvements A/' (F' — c)et M" (cip^") se détrui- 
sent ou se fassent équilibre, ce qui suppose, art. 766, l'égalité de ces 
quantités de mouvement, et fournit l'équation M'{F' — v)=M"(y'^F") 

, M'V'-^M"V" 

" icUe on dfduit t- . . . r. 
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est, comme dans le cas du choc des corps parfaitement durs, égale à la 
somme des quantités de mouvement primitives divisées par la somme 
des masses, mais le cas du choc des corps mous a cela de particulier que 
chacune des vitesses V et V" ne devient pas brusquement la vjte»sse v^ et 
ii*y arrive que par des nuances continues en passant par toutes les vitesses 
intermédiaires. Le changement s'opère pendant un temps ordinairement 
fort court, cequi le fait paraître instantané (voyez l'art. 7 14); ce tems varie 
suivant la nature des corps. Le 1 ®'. volume de mon architecture hydrau- 
lique^ contient ,( art. 488 et suiv.) beaucoup de détails sur cette matière. 
'jSt,. Je passe au cas du choc direct des corps parfaitement élastiques, 
en conservant, pour les masses et les vitesses, la même notation em- 
ployée dans les articles précédents, et j'observe 1^. que depuis l'instant 
où les corps commencent à être en contact jusques et y compris celui 
où ces corps, par suite de leurs actions récij)roques, ont acquis une 
vitesse commune, les phénomènes qui ont lieu sont comparables à ceux 
que présente la première époque du choc des corps mous^ dont il a 
été question dans l'article précédent, et la vitesse commune , k l'instant 
qui commence la seconde époque , a la valeur trouvée art. 768 ; a®, qu^â 
ce même instant où M' et ibf", en vertu de la vitesse commune, cesse- 
raient de se presser et se mouvraient juxta-posés , s'ils n'étaient pas élas- 
tiques, iJs doivent, d'après la propriété de l'élasticité (voyez l'art. 747) 
exercer encore, l'un sur l'autre, des actions réciproques desquelles résul- 
tent la séparation des corps et des changements dans leur vitesse com - 
mune ç, différents, en général, pour chaque corps, et qu'il s'agit de 
déterminer. 

On arrivera aisément à cette détermination en employant l'hypothèse 
de l'art. 760. Dans cette hypotht*se, vu l'égalité des quantités de mouve- 
ments M'{V' — if) et M'Iu'^F'') que les deux corps ont sur le plan 
qui les transporte,* et l'équilibre qui a lieu , sur ce plan, au moment 
où leur choc y est effectué à la manière des corps durs, et considérant 
de plus que ces phénomènes se passent comme si le plan transportant 
était immobile, chacun des corps élastiques est dans le même cas que 
s iJ avait consommé la quantité de mouvement, avec laquelle il opère 
le choc, contre un plan inébranlable perpendiculaire à la droite suivant 
laquelle il se meut et passant par le point où il rencontre l'autre corps; 
il doit donc, art. 747, en vertu de son élasticité prendre un mouvcr 



■"n. 



69 DtKAMIQUE ÉLÉMENTAIRE. 

ment rétrograde et s'éloigner du plan choqué avec la inéme vitesse dont 
il jouissait en s'en approchant ; ainsi après le choc , M' et M." jouiront 
sur le plan qui les transporte, des vitesses respectives — (f — v) et 
(f + P"') lesquelles auront lieu en sens directement opposés, puis - 
qu'en vertu de ces vitesses ils s'éloignent, sur ce plan, du point où tli 
s'y sont rencontrés; et leurs vitesses absolues, dans l'espace, seront, 
c— (r'— (j)ouai'— F'pourAf'jet i' + (c+r")ou2c + r"pour AT'; 
désignant , par / et /'^ respectivement , ces vitesses finales de M' et itf" 
on aura 

ou en substituant pour c sa valeur trouvée art. 768 « 

~ M'+M" 

équations qui peuvent se mettre sous la forme 
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M'-vM" 
s,{V+r")Mr 
U'+M" J 

On se rappellera que le signe supérieur se rapporte au cas où les corps, 
avant le choc, se mouvaient dans le même sens, et le signe inférieur 
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,_ ±V"M" •^M'\{n + \)V:^nV"\ 

M' + M" 

équations qui peuvent se mettre sous la forme 

t/'^i^+n{v^:y")j 



«? 



(0 



»/=F'— 



f,"=±F"+ 



M' + M" 



M'+M" 



(^) 



Ces formules générales reproduisent, comme cas particuliers, celles 
qui ont rapport au choc des corps durs en y faisant 7î = o, et celles qui 
ont rapport au chocdes corps parfaitement élastiques en y faisant /z=i. 

Conservation du mouyement du centre de gravité dans le choc des corps durs 
et dans celui des corps Jouissant d'un degré quelconque d'élasticité. Défini* 
tion de \a force vive, JBvaluation de la perte Ae force vU^ qui A lieu dans It 
choc des corps , ou parfaitement durs , ou jouissant d'un degré quelconque 
d'élasticité. Cette^rc^ vice se cpnserve , sans altération , dans le choc des 
corps parfaitement élastiques. Changement de signe et valeur de la vitesse 
relative après le choc des corps de nature quelconque. Propriétés liées an 
principe de la moindre action et au principe des aires. Conservation des 
moments. 

764. Les lois de la communication du mouvement^ dans le choc des 
corps, ont été trouvées, après les découvertes de Galilée sur les mou- 
vements composé et uniformément varié j par Wallis, Huigens et 
Wren. Descartes s'était aussi occupé de la recherche de ces lois, mais trom- 
pé par des vues systématiques , qui tenaient à la philosophie des causes 
Jinales^ il était tombé dans de grandes méprises. Une de ses princi - 
pales erreurs a été de croire que la même somme de quantités de 
mouvement se conservait invariablement dans l'univers, et cette con- 
servation lui paraissait nécessaire pour prévenir toute chance d'une ces- 
sation générale de mouvement dans le système du monde , qui entrai - 
nerait sa désorganisation complète.La théorie du choc des corps, établie 
dans le chapitre précédent, prouve que, lorsque les corps agissent les 
uns sur les autres, la somme absolue des produits des masses par les 
vitesses, ne se conserve que dans des cas particuliers ; je dis la somme 
absolue pour la distinguer de la somme algébrique prise dans Tac- 
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cpptîon gt'ntrale, sans avoir égard aux signes. Ainsi en multipliant par 
J)/' et M" , respectivement, la i«. etla2>oe. des équations (2) de l'art, 
précédent et faisant la somme des équations produits, on a 

M' c' + M" v" = M r' + M" V 
les termes dépendants de l'élasticité ont disparu, et on voit que, dans 
une hypothèse quelconque sur le degré' de cetle élasticité, la somme 
algi-brifjUG des quantités de mouvement est la même avant et après ie 
choc. . . 

Si les corps se mouvoient dans le même sens avant le choc, la somme 
algébriquesç confondrait avec la somme absolue er, pour ce cas, l'asser- 
tion de Descartes serait vraie, mais elle est erronnée dans le cas contraire. 

La théorie fait reconnaître d'autres conservations de produits, dans 
lesquels entrent les masses etles vîtesses, dont la connaissance est d'autant 
plus intéressante qu'elle est liée â plusieurs grands principes de la mé- 
canique, que je' démontrerai dans la suite du cours, en les considérant 
sous le point de vue le plus général, et qui fournissent d'importants 
secoure pour la solution des problêmes de dynamique. 

760. Le premier de ces principes est celui de la conservation dit 
mouvement iu centre de gravité j il a une analogie assez remarqua- 
ble avec cclui.de Descartes, en ce qo'il établit, dans le choc des corps, 
une conservation de produits de masses et de vîtesses , indépendante de 
la solution de continuité qui peut avoir lieu dans la communication 
du mouvement, et applicable indislinctement tant aux corps parfaite- 
ment durs qu'aux corps mous et aux corp jouissant d'un degré quel- 
conque d'élasticité. 

Deux masses M' et M" , jouissant d'un desré quelconque d'élastic 
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•» et -i— — sont, a 1 instant ou on considère le mouvement 



dt dt dt 

de M! et M" ^ la vitesse du centre de gravité et celles de M! et M" quel- 
que soient d'ailleurs les relations entre les espaces parcourus et les temps, 
ainsi M' et M" ayant des mouvements rectilignes, assujettis à des lois 
quelconques, on aura la vitesse de leur centre de gravité à un instant 
déterminé « en divisant la somme des quantités de mouvement, dont 
<« elles jouissent au même instant, par la somme de ces masses » cette 
règle est, de plus, indépendante des positions respectives des corps et 
s'applique sans modification tant au cas de leur séparation qu'à celqi de 
leur contiguité. 

766. Si on considère les mouvements de M' et M" y après le choc, 
leurs vitesses respectives étant, pour un degré quelconque d'élasticité, 
f^ et i/' on aura la vitesse du centre de gravité 

d^ _ i^M'^v"M" 

dû ~ M + M" 
on aurait eu, avant le choc 

d^ _ F'M-\^V''M" 

dt ~ M-\^M' 
mais, art. 764, t/ itf + ^f" M' = V M -\^ V" M' , donc la vitesse du 
centre de gravité qui avait lieu avant le choc se conserve lorsque le choc 
est consommé, quelque soit le degré d'élasticité des corps. 

767. Le second principe est celui de la conservation des foraes 
w^yse j on entend par Jbrce vive d'un corps en n>ouvement le produit 
de sa masse par le carré de sa vitesse; ainsi les corps MJ et AT' se 
mouvant avec les vitesses respectives V' et + ^'',la somme de leurs forces 
vives est M! V[^-^M' V"^\ si ces corps se trouvent dans le cas des 
art. 788 et suivants, ils devront se rencontrer, et une question iixjpor- 
tante est de savoir quel changement subira la somme initiale Aesforces 
vives. Pour résoudre cette question, je vais chercher la somme de ces 
forces vives, après le choc, en employant les valeurs des vitesses don- 
nées par les équations (2) de l'art. 768, qui sont indistinctcnient.ap-r 
plicablesaux corps parfaitenf>ent durs et aux corp& jouissant d'un degré 
quelconque d'élasticité. On a, par ces équations, en élevant tous leurs 
membres au carré, multipliant ensuite. la i^'^^ par M' ^ la 2^. par. J\f ^ 
et faisant enfin la somme des équations produits* 



(•) 
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^ ,r„— „„, M' M" 
+ („+,).(^' + ^")'TBrpyr 

efTectuaDt U l-édaction du s.*, terme on a 

M' M" 
{2)...m^t^'+Xt''/''=M'rf'+iiï"y*"~{i—n^)~j^^^rj^{F^j^f^'y 

il y a donc en général une perte de force vive, après le choc qui a pour 

MM' _ 

valeur(i — «*) ~'M f ~ r ~ !iff r {^' -\-^"Y> ^* S"' augmente à mesure 

t|ue l'élasticitL' diminue, son maximum ayant lieu dans le cas des corps 
parfaitement durs qui donne n = o;mais cette perte devient nulle dans 
le cas de la parfaite élasticité , ou de n ^ i ; ainsi une propriété remar- 
quable du clioc des corps parfaitement élastiques cstXAconservtitiotv 
des farces vives. 

Je parlerai , quand ii eh sera tems, du principe de cette conservation 
en le considérant sous le point de vue le plus général , et je démontrerai 
un théorème général sur l'évaluation de la perte de force vive, dans le 
cas d'un système quelconque de corps qui agissent les uns sur les autres» 
théorème curieux et important dû à M. Carnot. 

768. Un 3«. princi[>e général de la Dynamique est celui de la moindre 
action , sur lequel je donnerai , quand il en sera temps, tous les détails 
nécessaires. Je vais placer ici la démonstration d'une propriété curieuse 
liée kce principe, et il est nécessaire, pour arrivera cette démonstra- 
tion, que je fasse d'abord remarquer le changement opéré par le choc 
dans ia vitesse relative des corps. Cette vitesse relative avant le choc. 
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au coefficient n qui mesure le degré d'élasticité, ensorte qu'elle se trou- 
ve à son maximum dans le cas du choc des corps parfaitement élastiques, 
se conservant la même dans ce cas, au signe près, avant et après le choc ; 
sa valeur minimum est zéro, et a lieu dans le cas du choc des corps 
parfaitement durs , résultat évident d'ailleurs , puisque ces corps se 
meuvent juxta- posés après leur rencontre. 

Voici, maintenant, l'énoncé de la propriété, liée au principe de 
la moindre action^ dont j'ai parlé au commencement de cet arti- 
cle ; « si on multiplie chaque masse par le quarré de la différence 
w entre ses vitesses avant et après le choc, la somme des produits 
«ainsi faits sera un minimum, en prenant pour variables les vitesses 
«f après le choc » en effet , la somme des produits dont je viens de parler 
est M' (y -rr i/)* + yi"{{f" ip N"Y, différentiant cette expression par 
rapport à <^ et à ♦/' et égalant la différentielle à zéro, on a 

on a de plus l'équation , ci - dessus trpuvée , de la conservation des 
rltesses relatives et sa différentielle ; savoir : 

qui combinées avec {a) redonnent les valeurs de / et {/' consignées 
dans l'art. 763. 

769. Si on conçoit une droite perpendiculaire à la ligne du mouve- 
unent (qu'on peut pour fixer les idées faire passer par le point de ren-^ 
contre de M! et M"^ et , d'un point déterminé de cette perpendiculaire, 
des rayons vecteurs menés aux points matériels M! et M" ^ ces rayons 
vecteurs engendreront, pendant chaque instant dt y des aires élémen- 
taires aV dty + aV^' dty avant le choc, et as/ dt^ as/^ dt après le choc, 
a étant la distance de l'origine des rayons vecteurs à la ligne du mouve- 
ment ; ainsi , en ayant égard aux signes et dt étant constant, la somme 
des produits des masses par les aires élémentaires qu'engendrent leurs 
rayons vecteurs respectifs est la même avant et après le choc ; ce qui 
vérifie le principe des aires dans le cas dont il s'agit. 

L'équation qui établit la conservation des sommes des produits des 
masses par les aires élémentaires énonce, en même temps, la conser- 
vation des moments des quantités de mouvement de M' et M" par rap- 
port à l'origine deç r^yopç vecteurs, qui peut être placée arbitraire- 
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nieiit ; cette conservation est, d'ailleurs, une consi-quence évident (Je 
la relation entre les aires et les moments expliquée et démontrée 
art. 200 et suivants. 

Toutes les propriétés du mouvement de deux masses sur one même 
]igne, démontrées dans cet article et les cinq précédents, se démontre- 
raient avec la même facilité dan» le cas du mouvement d'un nombre 
jndé/îni de masses ; mais je n'ai voulu donner ici que de simples aperçus 
sur les applications des quatre grands principes de la mécaniqtie , cette 
matière' devant être traitée , ainsi que j'en ai prévenu art. 764, dans 
la suite du cours , avec tous les détails nécessaires. 

Du mouvement composé CD gcaéral. Application de sa théorie au changement 
que subit le mouvement d'un point matériel , doué d'un degré quelconque 
d'élasticité et animé d'une vitesse finie, à la rencontre d'un plan immobile 
qu'il choque sous un autre angle que l'angle droit. Rapport général entre 1rs 
angles ^incidence et de réflexion. Dans quel cas ces deux angles sont égaux. 

770. Le mouvement d'un point matériel, isolé ou faisant partie d'un 
système, est appelé mouvement composé lorsqu'il est le résultat des 
actions ou impulsions qu'exercent immédiatement, sur ce mobile, de» 
puissances d'intensités et directions quelconques, combinées tant avec 
d'autres actions f;ue les masses du système dont il peut faire partie 
eïfrrent sur lui ou les résistances que ces masses lui font éprou- 
ver , qu'avec des résistances particulières , parmi lesquelles on peut 
citer les corps ou surfaces qu'il rencontre et choque, l'assujettissement 
il' se mouvoir sur des lignes ou des surfaces fixes ou mobiles, etc. 

J'ai fait voir que la détermination des forces accélératrices, des vî- 
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tions de quelques questions élémentaires, dont j'aurai d'ailleurs à dé- 
duire des conséquences importantes. 

771. Je considère le mobile comme un point matériel désigné par 
fit, auquel on peut donner la forme sphérique, en supposant son rayon 
infiniment petit. Ce mobile jouit d'un degré d'élasticité qui est à l'élas- 
ticité parfaite comme n \ \ ^ n étant un nombre positif plus petit que 
l'unité ; il se meut avec une vitesse // dans une direction faisant un 
angle ^ avec un plan immobile désigné par plan [A^ vers lequel il est 
poussé en vertu du mouvement qui l'anime ; il s'agit de déterminer le 
mouvement que prendra m après sa rencontre avec ce plan. Je dis 
d'abord que si on fait passer par la ligne suivant laquelle m se mou-« 
vait avant le choc, un plan perpendiculaire au plan choqué, désigné 
par plan (JS) , m se trouvera encore dans {B) après le choc, puisque 
la résistance de {A^ , qui seule modifie le mouvement c!e m y est repré- 
sentative d'une force normale à ce même plan (-^)^ laquelle n'a aucun 
e^et dans des directions formant des angles finis avec iJBi) ^ et ne peut 
pas, par conséque3|, faire dévier m de ce plan iji) ; il ne s'agit donc 
plus que de savoir quelles seront la direction et la vitesse de m dans 
le plan {B). 

Je décompose la vitesse w, avant le choc, en deux vitesses composantes 
savoir, u cos. ^ et u sin. ^ respectivement parallèle et perpendiculaire 
au plan choqué (/^) et dirigées dans le plan (fl) ) la composante //sin. ^ 
est celle à laquelleest due la force du choc qui a pour mesure la quantité 
de mouvement tnu sin. ^ , et qui n'éprouve aucune altération de la 
part de la composante mu cos. ^. L'impulsion que m reçoit au mo- 
ment du choc, en Veftu d^e son élasticité , pour s'éloigner du plan cho- 
qué , est donc, art. 747, égale & n *mn sin.^^ et la vitesse, due à cette 
impulsion, a pour valeur nu sin. ç. 

La première composante u cos. ^ n'est, en aucune manière, modi- 
fiée par le choc, qui n'a d'effet que dans le sens normal au plan cho- 
qué, on peut donc, au moment où ce choc est effectué, considérer m 
comme livrée aux actions simultanées de deux puissances capables de 
Jui imprimer. Tune une vitesse nu sin. ^ perpendiculairement au plan 
choqué, et l^autre une vitesse u cos. ^suivant une ligne dirigée d^ns 
jce même plan. 

I^ vitesse résultante, désignée par v ^ aura pour valeur 
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(0 •' = " ^//i^sin.^^-t-cos.»^ j 

cl l'angle ip' formé, après le choc, par le plan choqué et par la ligne du 
mouvement comprise dans le plan (fi) perpendiculaire au plan choqué 
{A) , se calculera par l'équation 

tang. ^' = n tang. ^. 
77a, Le mobile perd, généralement, par l'effet du choc une partie 
de la vitesse dont il jouissait avant le choc, et qui a pour valeur. 
Il — v = n\ 1 — y^n* «in.* ^ -)- co j.' ^ \ ■ Dans le cas de l'élasticité nulle» 
on a n ^o et « — c = « (i — cos.#)= «sin. verse ^; ce cas donne le 
maximum de perle de vitesse. Cette perte diminue à mesure que l'élas- 
ticité du mobile augmente et se réduit h zéro lorsque cette élasticité est 
parfaite, puisqu'on a alors n= t et par conséquent u — c=o, ou « = f. 

773. Les angles que la direction du mouvement forme, avant et après 
le choc, avec le plan choqué, s'appellent, respectivement, angle d'in- 
cidence et angle de réflexion. Ces deux angles sont généralement dif- 
férents l'un de l'autre ; la valeur de l'angle de réflexion dont la tangente est 
proportionnelle au degré d'élasticité, varie entre zéro et la valeur ^ de 
l'angle d'incidence qu'elle ne peut pas surpas$cr. La valeur zéro a lieu 
lorsque l'élasticité est nulle c'est-à-dire lorsque n = o, et dans le ca» 
de l'élasticité parfaite qui donne n = i , ou a #'= ^, Vangle d'inci- 
dence est égal à Vangle de réflexion. 

Mourcnient d'un point matériel pesant lur un plan incliné, tant en faisant 
abstraction du frottement, qu'en ayant égard à cette résistance. 

774. Un point matériel pesant étant posé sur un plan incliné, et aban- 
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instant ; d'où il suit qu'en faisant passer par le point de départ un plan 
perpendiculaire aux* horizontales menées sur le plan incliné, le mobile 
ne sortira pas de la ligne d'intersection de ces deux plans. 

Cette détermination est indistinctement applicable au cas où le frot- 
tement est nul et k celui où le frottement existe, puisque cette résis- 
tance tfa d'effet à chaque instant que dans le sens actuel du mouvement. 

776. Il s'agit maintenant de trouver la loi du mouvement sur la ligne 
déterminée dans l'article précédent. J'appelle m le point matériel mo- 
bile, l'angle formé par le plan incliné et par le plan horizontal , / 
le temps écoulé depuis le commencement du mouvement , œ l'espace 
que m parcourt pendant le temps /^ ^ et i^ ^ respectivement, la force 
accélératrice et la vitesse , au bout de ce temps, du mobile m qui est 
supposé être dans l'état de repos, lorsqu'on a / = o et .r = o^- la force 
accélératrice due à la pesanteur, dans le cas de la chute verticale, con- 
tinuera à être représentée par la lettre g. 

Si le mobile descendait librement le long de la verticale menée par 
son point de départ, il recevrait, à chaque instant , un incrément de 
vitesse gtlt} cet incrément de vitesse lui est aussi imprimé sur le plan 
incliné , mais la résistance de ce plan et le frottement lui en font 
perdre une partie. Faisant d'abord abstraction du frottement, je puis, 
conformément aux principes précédemment établis , décomposer la 
vitesse élémentaire gdl en une vitesse ^vZ/sin. 0, dirigée suivant la ligne 
du mouvement , et en une vitesse gdt cos. dirigée suivant une perpen- 
diculaire k cette ligne du mouvement et au plan incliné. Cette dernière 
vitesse élémentaire et la force motrice qui en résulte ne peuvent , par 
conséquent, produire aucun changement dans la vitesse actuelle du corps, 
et sont détruites par la résistance du plan incliné. La seule force accélé- 
ratrice qui ait lieu dans le sens du mouvement est donc g sin. ^ d'où 

Ç = g%\W.0. 

La force motrice m ^^ qui modifie continuellement le mouvement 
du corps, est une quantité constante = mg sin. ûj d'où il suit que ce 
mouvement est uniformément accéléré. 

776. La relation entre la vitesse et le temps se déterminera en subs- 

tituant, dans l'équation précédente, k ^ sa valeur , et intégrant, 
ce qui^ dans l'hypothèse des valeurs initiales v=^o et /=o, donne 
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(l) v — gts'm.Ûs 

dx 
Substituant ensuite à »- sa valeur — t — et intégrant dans l'hypothèse 

■des valeurs initiales /=o et ic = o, on a 

(2) , . . x=-^gl*ûn.0, 

enfin on déduit de la combinaison des deux équations précédentes 

(3) 5 .' 

/ a^sin.o'. 

Les phénomfenes du mouvement sont exactement identiques avec ceux 
qui auraient lieu dans le cas de la chute libre verticale, si l'intensilé de la 
force constante de la pesanteur était diminuée dans le rapport de i : sin. €. 

777. Supposons maintenant que le corps tn reçoive une impulsion 
qui tende -à lui faire remonter le plan incliné , et qui lui imprime, 
parallèlemetit ft ce plan et perpendiculairement aux horizontales qu'il 
renferme, une vitesse initiale U , (le corps est censé se trouver dans 
l'état de repos lorsque l'impulsioh lui œt donnée) la force accélératrice 
^srn. ^ deviendra tmc force retardatrice ;on aura, v étant la vitesse au 

bout du temps t, —j— ^ — ^sin. tf d*où , en observant que l'état 
initial donne /=oe( v^=U, 

(t) v=U—gti\n.ff, 

ensuite x étant là distancé du mbbîlé à son point de dép^t au bout du 
temps tf ôh a en substituant, pour v , sa valeur — -3— 
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plan incliné, en supposant, conforménment à ce qui a été expliqué art. 
612 et suivants, que cette résistance est égale au produit de la pression 
normale par un nombre constant ^ déduit de l'observation. D'après les 
principes précédemment posés, la pression normale a, pour mesure, dans 
le cas actuel, la quantité de mouvement élémentaire m^dl cos. impri - 
mée à /» perpendiculairement au plan incliné, et fait par conséquent va- 
rier à chaque instant, dej/ngé/i . cos. ^, la quantité de mouvement efTecti - 
ve du mobile dans le sens de la ligne parcourue. Appliquant d'abord cette 
détermination au cas du mouvement de descente on aura, pour la valeur 
de la quantité de mouvement élémentaire imprimée à chaque instant au 
mobile dans le sens de la ligne parcourue, mgdtsm. — fmgdlcos.ffi 
La différentielle de la vitesse sera donc ^/// (sin.^ — fcos.û) et la force 
accélératrice ^sin.^—ycos.^. En substituant cette exjiression à ^in. û, 
dans les équations de l'art. 776, on aura celles qui donnent les relations 
entre Xj v et i^ eu égard au frottement, savoir : 

ç =^ gt (sin. — fcos,0)s 
X =i\ gt^ (sin. — y^cos. 0); 

(i) ^^ = \/^!igx{sin.0—fcos.0)j 



i^^ 



a? = 



2g (sin. — jTcos. 0) 



dans le cas du mouvement d'ascension , la vitesse initiale étant V ^ 
comme à l'article précédent; on a^('= — gdi (s\n. +y* cos. 0) parce 
^ue la pesanteur et le frottement se réunissent ix)ur diminuer la vîtesse 
r qui a lieu au bout du temps tj il faut donc, alors, substituer, dans 
les équations de Tarticle cité , g (sin. +jrcos. 0) kg sin. 0^ ce qui 
donne 

ç = U — gt (sin. 0+fcos. 0)j 
X = Ut—^gl^ (sin. 0+fcos. 0)j 
(a) J i^^=U^ — a^(sin. ^+/cos. ^)^- 



X = 



2^ (sin. ^+ycos. 0) 



Les équations (1) seraient celles du mouvement libre de descente 
verticale, qui aurait lieu si la pesanteur était diminuée dans le rapport 
de I : (sin, 0-r-J cos, 0),: ec les équations {2) seraient celles d'un 
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mouvement libre d'asccnsîun verticale, dans l'hypothèse où ce rapport 
de diminution serait celui de i : (stn.é'+y^cos. 0) j il est à remarquer 
que l'introduction du frottement , dans l'analyse , rend la valeur nu - 
mérique de la force accélératrice applicable & la descente, différente de 
celle de la force retardatrice qui s'applique à la montée, ces valeurs nu- 
mériques étant égales entr'elles lorsqu'on fait abstraction du frottement. 
Celte circonstance tient k ce que le sens suivant lequel la résistance du 
frottement a son effet dépend de celui du mouvement du mobile auquet 
il est toujours opposé, ce qui présente un cas semblable k celui dont il a 
été question, art. 789 et 744, à l'occasion du mouvement vertical d'un 
corps dans un milieu résistant. 

Propriété! du mouvement d'un corpi peaaot aur un pUn incliné. 

779. Dans le cas du mouvement de descente auquel se rapportent les 
équations de l*art. 776, lorsque le mobile a parcouru la longueur x sur 
le plan incliné, il s'est abaissé verticalement au-dessous de son point 
de départ, d'une hauteur a;sin. ^ et s'il fut tombé librement de cette 
hauteur dans une direction verticale il aurait, art. 708, acquis une 
vitesse = 'l/'2g.xMn.0 J mais c'est là, précisément , la valeur de la 
vitesse qu'il a acquise dans son mouvement sur le plan incliné, donc 
*e sa vitesse à chaque instant , sur ce plan , est due k la hauteur qui me - 
« sure son abaissement vertical au-dessous de son point de départ.» 
II faut se rappeler que la vitesse initiale a été supposée nulle. 

780. Dans le cas du mouvement d'ascension, dont les équations ont 
été données art. 777, la vitesse initiale V du mobile est entièrement 
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monte ou descend la ligne parcourue sur ce plan, et, comme tous les 
.résultats précédents sont indépendants de l'inclinaison Oj on peut dire 
gédéralement <<que deux plans fixes horizontaux étant placés à une dis- 
« tanée verticale H Tun de l'autre, si un point matériel pesant passe 
« du plan supérieur au plan inférieur le long d'une droite formant un 
« angle quelconque avec ces plans, droite dont la longueur se trouve par 
« conséquent arbitraire, il aura acquis, en arrivant au plan inférieur, une 
« vitesse due à la distance verticale Hj et ce mobile pourra remonter, le 
« long de cette ligne, du plan inférieur au supérieur, si on lui imprime 
« une Vitesse initiale, dans le sens de la même ligne , due a la hauteur H, 
« laquelle vitesse sera éteinte à son arrivée au plan supérieur» je ferai 
voir, parla suite que ces proprit'tés ont encore lieu si le mobile -au lieu 
de parcourir une ligne droite, entre les deux plans, parcourt une courbe 
continue quelconque. 

782. Voici une autre propriété liée à la théorie du tautochronismo 
et découverte par Galilée avant qu'il fut question, parmi les géomè- 
tres, des courbes Tautochrones dont je parlerai dans la 2«. section 
de cette â^ partie du coui*s. Si , dans l'hypothèse de la descente du 
mobile le long du plan incliné, traitée à l'article 776, on mène par 
le point où ce mobile se trouve au bout du temps / une perpendi- 
culaire sur la ligne x parcourue, qui aille rencontrer la verticale me*^ 
née par l'origine supérieure de la môme ligne x ^ la distance entre 

cette origine et le point de rencontre aura, pour valeur, — : — ^ ^ et 

Je temps qu'un grave employeraît pour descendre librement de cette 

hauteur verticale — : — ^r- serait, art. 708, 1/ ^ — tj- } ce temps se- 

sm. tf y ^sm. a * 

rait donc, art. 776, égal à celui que le corp3 a employé pour parcourir 

la ligne x le long du plan incliné. 

Si dans le plan vertical, qui renferme x et la verticale menée par 

rorigine de cette même longueur x^ on construit un demi -cercle 

dont cette origine soit le poitit supérieur , et dont le diamètre soit 

vertical et ég^l à -—. — -^ j l'espace parcouru x sera une corde de ce 

demi -cercle ; le mobile m étant ensuite supposé parcourir, en vertu de 
)a pesanteur I une aiitre cprde quelconque de ce demi -cercle, menéç 
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par son point supérieur, si on observe que la perpendiculaire à celte 
seconde corde , menée par son point inférieur dans le plan du cercle, 
passe aussi par l'extrémité inférieure du diamètre vertical, on aura, entre 
les temps respectivement nécessaires pour parcourir la nouvelle corde 
et pour descendre librement le long du diamètre , le même rapport 
d'égalité que présentait le mouvement sur la première corde , ce qui 
fournit le ihéorême suivant « un demi -cercle étant construit sur un dia- 
« mètre vertical , le temps employé par un grave à descendre librement 
« le long de ce diamètre , est égal au temps pendant lequel ce grave 
« parcourrait une corde quelconque ihenée par le point su|îérieur 
« du demi -cercle s'il glissait le long de cette corde en vertu de sa 
« pesanteur. » 

Mouvement de lieux poipts matérlela peaanO, poKS lur dei plans iDcIinés 
adossés et lies l'un à l'aulre , en ayant , ou non , égard à la résistance du 
frottement. 

783. Je désigne par m' et m" deux points matériels , ou corps mo- 
biles pesants, posés sur des plans inclinés adossés, qui ont une hauteur 
et une base commune, et auxquels on peut substituer, si l'on veut, 
deux lignes situées dans un plan vertical ayant leurs extrémités in- 
férieures sur une même horizontale, et se coupant au-dessus de cette 
horizontale en un point où se trouve le sommet commun. Je sup- 
pose que l'horizon forme un angle ff et un angle ff' , respectivement, 
avec le pian , ou la ligne inclinée , qui supporte m' et m" } un fil inex- 
tensible parfaitement flexible et dont je négligerai la pesanteur, dans 
ce premier problème, lie m' à m" , en passant par le sommet commun. 
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tîté de mouvement du système, à Tinstant dont il s'agit, sera égale à 
la quantité de mouvement élémentaire qu'acquerrait le même système, 
en supposant les corps m' et m" ^ qui le composent, juxta-posés et ani- 
més, en sens contraires , des vitesses élémentaires respectives gdtsm. ff 
et gdt sin. 6" . J'ai fait voir que cette quantité de mouvement de la 
masse m! + m" aurait pour valeur m'gdt sin. ff — m"gdt sin. 0" ou 
gdt {in' sin. ff — m" sin. 0"), quantité positive si on a m! s. 0' > m'' s. ff'j 
cette dernière condition sera censée avoir lieu, et, en désignant par 
^1 ^ B et Cj respectivement , le point inférieur du plan incliné qui 
porte m'^j le sommet commun, et le point inférieur'de l'autre plan in- 
cliné, la vitesse positive sera prise dans le sens ABC, 

Il suit de ce qui précède qu'en appelant (^ la vitesse au bout du 
temps tj la variation di^ de cette vitesse sera égale à 

gdt inJ sin. ff — m!' sin. ^') , i r . ^ n 

— — i^ T y. '—^ et quen désignant, par d> . la force 

m + m' ^ ^ ^ -' 

accélératrice commune , on aura 

g {m! sin. ff — m" sin. ff' ) 
^ m'+m'' 

La valeur de cette force accélératrice a la n^ême forme que celle de la 
vitesse commune de deux corps durs , lorsque ces corps se sont cho - 
qués en sens directement opposés, parcequeTune et l'autre valeur sont 
gbtenucs par des considérations exactement semblables. 

784. Substituant , pour <p , dans l'équation précédente , sa valeur 

— — , on a par l'intégration l'expression de 9 en t} substituant ensuite, 

doD 
dan5 l'équation entre v et ^j pour v sa valeur . ■ (a? est l'espace par- 
couru par chacun des corps pendant le temps /), on a, par une seconde 
intégration, Texpresçion de a? en ^^ et, par suite, la relation entre 
œ çt (/, 

On peut, au lieu de faire les calculs que je viens d'indiquer, observer 
que le mouvement du système, considéré quant à la relation entre Xj v 
et / est le même que celui d'une masse coipposée de l'agrégation de^ 
deux masses m- et m"j qui sp mouvrait d'un mouvement de descente 
yerjiçal et libre dans l'hypothèse où ja forcç de la pesanteur serait di- 
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minuee et réduite a la partie -, -r, de son intea - 

^ m' Jf m" 

site naturelle ; il suffit donc, pour déterminer- les lois du mouvement 

avec la condition des valeurs initial es /;=o,c = o, ir = o, de substituer, 

dans les équations de l'art. 708, v^gtj x=^gt^ j x=^ , la quan- 

. , m^sin.ff' — m."sin.û" 



m' + m" 



■ g kïa quantité gj ce qui donne 



(■)■ 

(3) 



m' sin. û" - 



" sin. 6" 



m' + m" 

m'%\n.0' — m"sin.^ 
m' + m" 



m^j 



K 2 (me' sin. ^ — 



%xn.0") 



S^ 



Le cas où on a m' sin. 0" = m" sin. û" rend la force accélératrice da 
système nulle, et c'est le cas d'équilibre de l'art. 532, lequel a lieu 
lorsque les poids sont en raison réciproque des longueurs des plans 
incliiu's qui les supportent (voyez l'article cité). 

785. Lorsqu'on veut avoir égard à la résistance du frotlemcnt il faut di- 
minuer la quantité de mouvement élémentaire ^rf/(/n'sin^ — m"sinff") 
qui, abstraction faite de cette résistance, proî'uiraît la variation delà 
vitesse commune, d'une partie des quantités de mouvement élémentaires 
auxquelles sont ducs les pressions normales aux plans inclinés, laquelle 
partie, d'après les déterminations précédentes, art. 778, a pour valeur 
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Application de la théorie exposée dans le chapitre précédent à la solution 
d*un problème qui rend sensible la différence dés effets de la percussion à 
ceux de la pression. Détails à ce sujet. 

786. La valeur de la vitesse i^ art. 784 a été déduite de l'équation 

dv m'%\ii,ff — m" %m,ff' , ,. . 

—5 — = 7 77 g y en se donnant . pour condition, 

at ' m •\- m ' 

que la vitesse initiale était nulle ; on peut faire, sur cette vitesse ini- 
tiale, une hypothèse qui rendra très-sensible la différence des effets 
de la percussion à ceux de la pression. Je continue à supposer, comme 
& l'article cité , que m' sin. û^ > m" sin. O'' et qu'ainsi, abstraction 
faite de toute force étrangère à celle de la pesanteur, le poids m' est 
prépondérant et doit en descendant sur son plan incliné c'est-à-dire, 
en marchant dans le sens BC^ faire monter m" vers le sommet commun 
des deux plans, ou le faire mouvoir dans le sens j4B (voyez art. 788 
les positions des lettres A ^ B ^ C)j mais, si au premier instant du 
mouvement ///' reçoit dans le sens Bj4 une impulsion capable de lui 
imprimer une vitesse finie u^ kce premier instant le système acquerra 
les quantités de mouvement m^' u + m'^ gdl • s\n. ff' dans le sens BA et 
ml gdt^wi. ff dans le sens BC } la vitesse résultante aura, pour valeur^ 

Q mf'{ti +gdl>sin.ff') — m^gdtsm.ff m" n 

art. 760 , —. — 77 j ou T- — 77— , 

' m + m' m' -{- m' 

dans le sens CBA contraire au sens du mouvement résultant de l'action 
de la pesanteur d'après la condition /w'sin. ff > m" sin. ff'. Il faut donc, 
pour avoir égard à cette circonstance, déterminer la constante arbitraire 

■ 1,- r , ^ (m^sm.ff — m" ^m.ff') gt , ,,, 
dans 1 intégrale </ = 6 -f- -^ r-- — 77 — de 1 équation 

du ' m's'in.ff — m"%\xi.ff' y , - . t 

— 7 — == 7—; 77 g ^ en posant les équations simul- 



m" u . , _ m" u 



tanées / = o^ ^ = , „ ^ ce qui donne C= -———-, et 

(7/2' sin. ff — m!' sin. ff') gt — m" u 



m' -h m" 
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78;". On voit p;ir celle étjiiation que, quelque soit ia piépontlérance 
du poids ta' sur !c poids m" ou la différence entre /«' sin. ff et nt" 
sin. &' j la plus petite quantité de mouvement finie imprimée îi nz" 
doit, pendant un temps frni, empêcher l'effet de cette prépondérance, 
et faire mouvoir le système dans un sens contraire à celui qu'aurait son 
mouvement en vertu de l'action continue et nuancée de la pesanteur. 
Mais cette dernière force, après avoir, d'abord, cédé ii l'impulsion brusque 
donnée au système, détruit ensuite, par des gradations insensibles, l'effet 
de cette impulsion, de manière que, lorsque t a acquis une valeur telle 
qu'on a (m' sin, 0' — ni" sin. 0") gt — /h"u = o j ce qui donne 

a vitesse initiale rétrograde, ou né- 



^ (/«'sin.*!^ — m" s\n.Û")g 
gative, est entièrement éteinte, et le système commence à se mouvoir 
comme s'il partait de l'élat de repos ou qu'il fût abandonné à l'action 
ualurelle de la pesanteur sans vitesse initiale. 

788. Pour présenter les résultats précédents sous la forme la plus 
simple, on peut supposer que les angles 0' et 0" sont deux angles droits, 
ou que les corps ru' ec m" sont altachés aux exlrémilés des deux parties 
verticales d'un même (il qui passe sur la gorge d'une poulie dont l'axe est 
fixe et horizontal jsupposant, de plus, qu'au premier instant, le corps m', 
dont le poids est censé surpasser celui de m", et ce corps m", sont dans 
un même plan horizontal, où se trouve l'origine de x , (les x positives 
se comptant au-dessous de ce plan du côté de//i'j ou au-dessus du même 
plan djj côté de m" ) et qu'enfin à ce même premier instant le poids m" 
tombe d'une hauteur h, ce qui donne nm" =^ m" l/'agïT, valeur de ta 
quantité de mouvement initiale imprimée au système, dans un sens 
contraire à celui du mouvement que prendrait ce système en vertu de 



l" 
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quelque soit la petitesse de m" par rapport à mf ^ ce dernier qui devrait 
naturellement descendre, vu sa prépondérance, n'en sera pas moins 

obligé de remonter pendant un certam temps égal à — -. — -r^ — ^^^ 

m"^ h 
jusqu'à une hauteur ;j— — 77^- s ce temps et cette hauteur pour- 
ront être d'une petitesse extrême, qui rendra leurs évaluations impossibles 
parla voie de l'observation, mais ils auront toujours des valeurs finies. 

m! 
Soient, par exemple, m!' = et /i= ^g^ d'où u=^ffj le 

* * I 00000 

temps de l'ascension de mf aura pour valeur und fraction de seconde 

- (sexagésimale ou décimale suivant que ff se rapportera à 

la division du jour moyen en 86400 ou en 1 00000 parties) et la hauteur 

de son élévation sera égale à , ce qui, pour la plus forte 

9999999999 
des deux évaluations de gj ne fait pas la deux millionième partie d'un 

millimètre ; ces quantités , que le calcul apprécie , ne peuvent être 

mesurées par aucun moy enmécanique. 

7B9. Ces résultats rendent sensibles les relations qui existent entre les 
effets de la percussion et ceux de ta pression j relations qui ont été 
d'ailleurs complètement établies par les notions précédemment données, 
ainsi une force de percussion^ quelque petite qu'elle soit par rapport aux 
forces de son ordre, doit toujours l'emporter sur la plus grande force 
de pression j d'un autre côté, cette dernière peut, en exerçant une 
action continue ^ atténuer graduellement Teffîet de la première et le 
détruire enfin , mais cette destruction d'effet n'a lieu qu'au bout d'un 
temps fini. 

Les détails dans lesquels Je viens d^entrer fournissent le moyen de 
rapporter à des notions exactes certaines propositions qui paraissent 
manquer de justesse et qui en manquent , même effectivement , si on 
les prend dans le sens littéral que quelques personnes leur attribuent. 

On trouve par exemple, dans des ouvrages qui traitent de l'art des 
constructions j des procédés pour peser le coup d'un mouton de 
sonnette sur la tête d'un pieu ^ celui d'un marteau employé à en - 
foncer un clou dans une planclw* , etc. Gautier , dans son traite des 
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ponts j mesure le poids du coup de marteau , par celui d'un corps 
<]ui i posé sur la tête du clou , ferait pénétrer sa pointe dans la planche » 
, à ia mêm'e profondeur que ce coup de marteau ; (*) pour ramener l'ae - 

(* ] ■ Il n'y a pas de cloute , clit-îl , que la pesanteur du corpt de l'ua sans 
« mouvement , ne. soit eu laison réciproque à la vîtrsie du coup de marteau 
B (!c l'autre. ■ Malgré le peu de neltelé de celte énoncîàtion , on voit que l'au- 
leur établit un roppdrt entre des quantitét de l'ordre mgdt et des quantités d« 
l'ordre SSy, sans même rien statuer sur la valeur de la masse AT. L'ouvrag» 
de Gautier est du commencement du i8°. siècle ; les principes sur la loi de 
continuité dans les effets des forces motrices , quoique bien établis dès le com- 
mencement du 17'. siècle, ont encore été longtemps méconnus par des ingé- 
nieurs et des savants recommandables d'ailleurs. Mariolte dit avoir éprouvé 
qu'un cylindre de verre, de deux lignes de diamètre, était écrasé, dans le sens 
de son diamètre, soit par yine pression de 400 livres , soit par le choc d'une 
masse de fer du poids de s livres a onces, tombant de 7 pouces de hauteur; 
et se fondant sur cette expérience, dans'laquelle il faisait un rapprochement sem- 
blable à celui de Gautier, cilé dans le texte, il en concluait, à une époque o^ 
les découvertes de Galilée étaient publiques depuis plusieurs années, qu'un corps 
livré à la seule action de la pesanteur avait , dès le premier instant de sa chute, 
une vitesse finie d'environ quatre lignes. II donne celte expérience à l'appui de 
la proposition XI de «on /rajWrfe/«pcrcuj*tan ainsi conçue:" Un corps qui tombe 
B dans l'air libre , commence à tomber avec une vitesse déterminée et qui tfesi 
■* pas infiniment petite ; c'est-à-dire qu'elle est telle qu'il y en peut avoir de 
ir ( ajoutc-t-il aussttdt après } il est impo»- 
ine vitesse déterminée , et entre le mouve- 
milieu ; donc, sitàl qu'il est en mouvement, 
mple , celui de Descarlrs que j'ai cité , 
on du mouvement, et d'autres que je pour* 
L les vérités naissantes , les plus simples , 



indres eu diflerents degré», c 
o sible qu'un mouvement soit sans 
B ment et le repos il n'y a point de 
B il a une cerlaiiie vitesse. ■ Cet e 
à propos des lois de la communicaiit 
rais y joindre , font voir comble 
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sejrtîon k une énonciation précise, il faut dire que si une niasse de fer 
m, animée d'une vitesse VlLgky due à une certaine hauteur h ^ et frap- 
pant le clou avec celte vitesse, ou, ce qui revient au même, tombant 
de la hauteur h sur la tête du clou , fait enfoncer sa pointe à une cer- 
taine profondeur 2^ on pourra toujours assigner un poids/; qui , posé 
immédiatement sur la tète du clou, sans vitesse initiale, le ferait enfoncer 
à la même profondeur. Dans ce sens la proposition est vraie et on peut dé- 
terminer, par expérience, un nombre indéfini de masses m' y m" ^ etc. 
qui tombant des hauteurs h' ^ h" ^ etc. opéreraient des enfoncements 
z' y m' etc. respectivement égaux à ceux qu'on obtiendrait par la simple 
superposition des poids p^ y p" y etc. Or si l'on ne considère , dans les 
comparaisons à établir, que les effets des causes motrices, relatifs aux 
enfoncements totaux du clou , ( les enfoncements qui ont lieu aux ins- 
tants 011 son mouvement se trouve éteint ) on pourra , sous cet aspect 
particulier, et pour abréger le discours, dire qu'il y a des percussions 
cqnivalenies à des pressions ; mais il ne faut pas perdre de vue que 
Videntité ainsi prononcée et qui ne porte que sur un des phénomènes 
particuliers du mouvement du clou, dans chacun de ses enfoncements, 
(le seul, & la vérité, qu'on puisse communément observer) ne suppose 
nullement que des quantités de la forme m^dt et MV %ox\X. comparables 
et n'établit la comparaison qu'entre les quanti lés/'(/w^///) et MV. C'est 
ce que rend manifeste l'examen des circonstances physiques qui ac- 
compagnent l'enfoncement du clou ; ce corps, depuis le moment où il 
commence à être ou frappé ou pressé y jusqu'à celui où il parvient à 
son maximum d'abaissement, se meut, pendant un temps fini , et or- 
dinairement très-court, d'un mouvement varié, dans lequel la résistance 
de la matière qu'il pénètre fait la fonction d'une force retardatrice, qui, 
au bout de ce temps fini, après avoir détruit, graduellement la vitesse 
finie engendrée, soit au commencement du mouvement (dans le cas de 
la percussion initiale), soit pendant la durée de ce mouvement (dans le 
cas d'un poids superposé au premier instant), fait enfin équilibre aux 
forces accélératrices qui tendraient à perpétuer ou à faire renaître ce 
mouvement; ce qui s'applique également, tant au cas où le marteau et 
le clou seraient censés être des cor^ parfaitement durs qu'il celui (qui 
est le cas de la nature) d'un certain degré de compressibilité et d'élastir 
cité de ces deux corps ; dans ce dernier cas , et dans celui d'un poid» 
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trice moindre que la force accélératrice naturelle, qui permette d'ob- 
server, pendant la durée du mouvement, les espaces parcourus et les 
temps correspondants , et de compter leurs nombres respectil^ d'unités. 
On rend ainsi sensibles et mesurables des phénomènes dont on conclut 
les lois auxquelles le mouvement libre des graves est soumis, prts de 
la surface de ta terre ; je ferai voir, dans la suite du cours, comment 
on peut faire entrer en considération, dans ces évaluations, le poids 
du fil , la masse de là poulie et le résistance de l'air, quoique, d'après la 
disposition des partie» de l'appareil et la lenteur des mouvements , ces 
causes d'anomalie aient |)eu d'influence sur les résultats ; il est certain 
que, même sans y avoir égard, on a, sur le mouvement des graves, 
des déterminations d'une exactitude bien supérieure à celles qu'on a 
voulu obtenir dans les premiers temps o£i ces sortes de recherches ont 
occupé les savants, soit en faisant tomber librement des corps dans l'at- 
mosphère , soit en les faisant descendre le long de plans inclinés, droits 
ou contournés en volutes hélicoïdales. 

79a. Soit ni la plus petite des masses m' et m", et » l'excès de la plus 
grande sur la plus petite ; les formules de l'article précédent devimdront 



^--y-. 



= Lgt*. 



et donneront bientôt lieu, sous cette forme , à des remarques importan- 
tes. L'objet spécial de la machine d'Alwood est de vérifier l'équation 

.■r =j^/a . — — j et lorsque cette équation est vérifiée la théorie 

entière ilu mouvement se trouve établie. 

RécapitulatioD de* principe! généraux de la Dynamique. 
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la 86400*. partie du jour moyen , mais l'unité la plus convenable à ce 
système serait la 100000*. partie du jour moyen; ces unités sont, res- 
pectivement , désignées par les noms de seconde sexagésimale et 
seconde décimale (art. 671 et suivants). 

795. On employé continuellement en Dynamique les expressions 
temps muUiplié par un espace^ iemps divisé. par un espace^ ou 
espace divisé par un iemps j il faut d'abord avoir une notion précise 
du sens a attribuer à ces expressions, qui n'indiquent, réellement , que 
des opérations faites sur des nombres abstraits (voyez l'art. 678). 

796. Un point matériel, qui décrit une certaine ligne en se mouvant, 
parcourt, sur cette ligne, des espaces qui ont certaines relations avec 
les temps employés à les parcourir, le mot relation étant pris dans l'ac- 
ception indiquée à l'art, précédent. Supposant que la ligne décrite soit 
dioite , prenant sur cette ligne un point fixe pour origine de la lon- 
gueur variable x ^ qui détermine la position du point mobile, et dé- 
signant par / le temps au bout duquel ce mobile se trouve à l'extré- 
mité de cette longueur o?^ on a généralement aî=jr(/)^y*étant le 
signe Ae Jonction. La relation x^=sf(i) peut être considérée, ou 
comme. une donnée par le fait, ou comme une hypothèse, abstraction 
faite des forces auxquelles le mouvement est du. Il est utile et même in- 
dispensable, avant de passer à la considération des causes motrices, de 
s'occuj)er d'abord , sous le point de vue que je viens d'indiquer^ du sym - 
bolc général d'équation x ^=if(jt)^ de classer les divers mouvements qui en 
sont des cas particuliers, et d'avoir les expressioi^ de quelques quantités 
caractéristiques relatives aux phénomènes de ces mouvements. Sans cet 
examen et ce classement préalable des phénomènes dûs aux causes motri- 
ces , les raisonnements sur ces causes seraient nécessairement vttgqes et 
obscurs, puisqu'on ne peut les connaître, les comparer entr'elles, les 
mesurer que par leurs effets (art. 677). '[ • 

797. Les quantités caractéristiques dont je viens de parler, qui 
tiennent aux propriétés générales 'd'un mouvement quelconque, se dé- 
duisent des propriétés particulières à deux mouvements qu'on peut ap- 
peler élémentaires j dont on doit d'abord donner l'analyse complèle. 
Le premier dé ces mouvements élémentaire^ se rapporte au cas le 
plus simple de l'équation x=J\t)j celui qui doit, à tous égards, 
être considéré le premier, et qui donne la relation x=^E + f^i (article 
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6do). Les r&paces parcourus x — £ sont proportionnels aux temps em- 
ployés k les parcourir. Le mouvement , dont cette t'quation exprime 
la loi , s'appelle mouvement uniforme ^ et tout mouvement qui n'est 
pas uniforme s'appelle mouvement varié. 

IjC coefficient f^àu temps i est la valeur de l'espace parcouni pendant 
cliaque unité de temps en vertu du mouvement uniforme ; c'est une 
quantité caractéristitfue qui distingue nnmouvement uniforme de 
toute autre mouvement du même genre; on la nomme vitesse; elle se 
déduit de ta connaissance d'un espace Xj parcouru pendant un temps T, 

X 

au moyen de l'équation V =; —^ , qui donne, en généra! , l'une de» 

trois quantités V, X eiT par les deux autres (art. 687 et 688). 

798. Lorsqu'on a donné la notion de la vitesse dans le mouvement 
uniforme , une détermination importante et fondamentale est celle 
d'une quantité h laquelle cette notion puisse convenir et qui appartienne 
à un mouvement varié quelconque. On s'assure de l'existence de cette 
quantité en considérant que dans toute loi possible qui' lie les espace» 
parcourus aux temps, le rapport d'un espace e au temps r èrnpioyé à 
parcourir cet espace approche d'âutanX plus d'être exprimé par Ane 
équation de la forme ae ■{■ b t^Oj (a et è étant des constantes par 
rapport à £ et r) que e et rsont des quantités plus petites. Cette pro- 
position peut se déduire d'un théorème, bien connu des analystes, qui» 
lorsque e et r ont' leurs origines respectives, l'un a l'extrémité de x et 
l'autre au -bout du temps t, x qX e étant liés par l'équation a>=f(Â) , 

donne la valeur générale — =y C')+ î" ^'Z^' (' + '^^) ''^"^ laquelle 
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rait à se mouvoir si, tout-à-coup, les causes qui font varier son 
mouvement cessoient d*agir; et on rapportera cette proposition k des 
termes précis en disant qu'un mouvement exprimé par l'équation 
a?=y(/) deviendra uniforme à l'instant qui termine le temps Ij avec 

la vitesse , ^ si à cet intant les causes motrices subissent des chan - 

al 

gements tels que dans l'équation f =t/' (/) + 1 r^f (l+Àr) , déduite de 

la précédente, le terme y^'(/ + ^T) se réduise à zéro, ce qui peut avoir 

lieu soit parla suppression des forces soit par leur équilibre (art. 694). 

800. Un mouvement varié est dit accéléré ou relardé suivant que 

augmente ou diminue dans les instants successifs de sa durée; il 

peiit se faire que ce mouvement, sans cesser d'être exprimé par une 
même équation, soit alternativement accéléré et retardé ou récipro- 
quement (art. 68a). 

801. L'expression générale de la vitesse fournit le moyen d'appliquer 
l'analyse au second des mouvements élémentaires dont il a été question 
au commencement de l'art. 797. Ce mouvement est celui, dans lequel 
la relation de la vitesse au temps est la mêrne que celle: de l'espace 
parcouru au temps dans le premier mouvement élémentaire ^ celui 
qui a le nom de monvemement uniforme j on a donc, dans ce cas, 
«'= U -^2 g^ d'où on déduit .r = E+Ut -^ tS^^- Ce mouvement s'ap- 
pelle mouvement unifortnément varié et le signe supérieur ou infé- 
rieur du terme multiplié par g s'applique respectivement au cas où 
ce mouvement est accéléré et à celui où il est retardé (art. 696 et 697). 

802I La quantité^ est ici une quantité caractéristique correspondante 
à \^ caractéristique V du mouvement uniforme ; c'est la vitesse acquise 
ou perdue parle mobile pendant chaque unité de temps ; elle distingue 
un mouvement uniformément varié de tout autre mouvement de même 
espèce; on lui a donné le nom àe force accélératrice j et, cependant, 
cette dénomination est, tout-à-fait, indépendante de la considération 
de la force motrice et ne porte que sur la considération immédiate des 
effets ou phénomènes dûs k cette cause (art. 698 et 706). 

8o3. L'analyse des propriétés du mouvement uniformément varié est 

I doublement importante et par les conséquences qu'on en tire pour la 

théorie générale, et par Texempie remarquable que la nature nous olFrc 
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de ce mouvement , dans les phcoomënes de la chute des graves, phé- 
nomùnes ' qui fournissent des quantités absolues très -utiles pour la 
comparaison et la mesure des forces. L'expression de la vitesse due 
à une hauteur f et sa réciproque, qu'bnendéduit,s'employent fréquem- 
ment dans l'analyse des problèmes de mécanique (art. 707 et suivants). 

804. La même marche de raisonnement suivie , art, 692 et 798 , pour 
arriver de la notion de la vitesse, dans le mouvement uniforme, à 
celle de la vitesse dans un mouvement quelconque , peut s'employer 
pour passer de la notion de \a.force accélératrice dans le mouvement 
uniformément varié , à celle d'une quantité analogue dans le mouve- 
ment varié suivant une loi quelconque. On remarquera que, dans le 
symbole génÎTal d'équation v^f (/) entre la vitesse et le temps, si 
on désigne par ^i' la quantité dont v varie , pendant un temps r qui 
a pour origine la fin du tempsVj l'équation entre ^v et r approchera 
d'autant plus d'être de laformc.<::^c^jT(la quantité y étant une constan- 
te par rapport à ^c et r) que r sera plus petit ; or cette forme est celle 
de l'équation v=gt entre la vitesse et le temps dans le mouvement uni- 
formément varié , lorsque , comme dans le cas actuel , la vitesse ini- 
tiale est nulle (observez que ^c et r commencent ensemble) ; dwic , 

à la limite, ■ ou y représente la force accélératrice g et on a, à 



l'instant qui termine le temps e, y = 



la quantité y, qui a Iç 



nom générique Ae force accélératrice , étant déterminée pour un ins- 
tant donné, et variable d'un instant à l'autre (art. 712). 

8o5. La valeur du rapport limite entre ^v etr devient manifeste 
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Bapprochantice résultat de celui qui a été consigné krart. 799 et 
désignant, par ^w tx ^v les variations de l'espace parcouru et de la 
vitesse qui ont lieu pendant le temps. r^ {.édx et r oiit leurs origines 
respectives à Textrémité de x et k la (in de t) on a les deux équations 

qui .fo|it Voir, d'Mne part ^ qu'un mouvement varié en général coïncidera 
avec le mouvement uniforme ou avec le mouvement uniformément varié» 
«'iléprçuve. des changements tels que les termes respect ifty^'(/+'^^) ou 
jf"{l+^'T) deviennent nuls; et d'une autre part que, sans les changements 
dont je viens de parler^ la seule diminution de r rapproche le mouvement 
v^jéjSMÎvaot une loi quelconque de l'un et l'autre des deux mouvements 
élémentaires y en observant quVn général ^ pour une petite valeur dé- 
terminée de T, le mouvement uniformément varié ddît mieux représenter 
les phénomènes que -le: mouvement uniforme, ce qui est évident par 
la valedr générale -^3? = r/^'(/)+i^rV^''.(/)+ir3/^''(r)+etc.(art.7^ 

8o6. Tous ces principes sur les mouvements élêmchuiires et sur les pro- 
priétés générales conclues de leurs rapprochements avec les mouvements 
variés 3111 vant uoe loi quelconque^ étant posés, on passe à- la considération 
des forces dont on n'aurait pu raisonner que d'une malnière vague sans 
l'analyse et le classement préliminaire de leurs principaux effets. Il y 
a, d'abord, un classement k faire des forces relativement à leurs divers 
modes d'action ; on peut iconçevoir des forces qui , dèô le prÉ*mier instant 
de leurs actions, impriment des viJbessesifiiftiea à des masses finies et dont 
il est nécessaire de s'occuper même dans l'hypothèse de la non -existence 
de pareilles forces, À tfc//o/i^ discontinues ^ dans la tiature. Viennent en* 
suite le^ forces de la nature , dont l'action est soumise à la loi de conti- 
nuitéy et qui ne changent la vitesse d'un mobile en une autre, qu'après 
l'avoir fait passer porioutesles) viAe^esâiitermédiaires. La durée du chan- 
gement, pbur une variation donnéiô, peut être plus ou moins considérable 
et si on la. conçoit j par la pensée, infiniment petite on a le cas limita 
drt, forces k dictions discontinues dont je vi^nsde parler, et doqt quel- 
ques phénomènes de communication de mouvement semblent nous offrir 
dfs ejcemplesi cjuoique la discontinuité ne soijt qu'apparente, dans ce9 
phénomènes, eUjégard à l'imperfection de rtos organes. 

Enfia l'effet d'uneforce k action continue j sur un mobile animé d'une 
f^UfSse^tfie €t çomiàété ^ daps le sens du mouvement de ce mobile^ 
I i3 
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peut être indépendant ou dépendant de sa vitesse ( art. 7 1 4 , 7 18 et 719). 

807, Malgré la diversité deces mode» d'actions des forcft considérées 
quant à leurs effets dynamiques, leur comparaison ou leur mesure, leur 
composition et leur décomposition ,_ n'en sont pas moins soumises k 
des lois communes (art. 751 et 7^2) , les règles relatives aux difTérents 
ordres des quantités se trouvant d'ailleurs observées comme elles le sont 
en géométrie et .en analyse pures. Avant d'assigner ces lois , et pour as • 
surer la rigueur des applications qu'on aura à>en faire, on reconnaît 
d'abord qu'un corps n'a , en lui-même , aucune faculté de changer son 
état de repos ou de mouvement, lequel état ne peut subir, par consé- 
quent , .de modification, qu'en vertu d'une cause extérieur au corps. 
On déduit de ce principe, lié à ce qu'on a appelé^n:e d'inertie des 
corps, la conséquence suivante : « Si un point matériel est animé d'une 
« vitesse Hoie, dans une certaine direction , vitesse qui peut avoir été 
« engendrée, ou par une action insiantanée , avk par une action co/i- 
« tinuce , et qu'à l'instant où cette vitesse et cette direction ont lieu, 
« la cause motrice cesse d'agir sur le mobile ; ce mobile , ainsi aban- 
« donné à lui-même, continuera à se mouvoir d'un mouvement rec- 
« tiligne et uniforme, en. conservant sa vitesse et sa direction finale» 
« (art. 716, 716 et 717), » 

808. La comparaison et la mesure des forces sont tes applications 
d'un principe général fondé sur lés deux propositions suivantes : « i^.Plu- 
« sieurs forces capables d'imprimer, instantanément, différentes vitesses 
« finies ou infiniment petites^à une même masse , sont entr'elles dans les 
« rapports de ces vitesses : 2°. Plusieurs forces capables d'imprimer ins- 
« tantanément la même vitesse à difïérentes masses , sont entr'elles dans 
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masses par les vitesses resj^Gtives qu'elles peuvent engendrer dans l'unité 
de temps, c'est-à-dire comme les expressions m* —ff-^ m'' etc. 

que comportent ces divers mouvements , les éléments de temps dt' , 

dif'j etc. pouvant être ou ne pas être égaux entr'eui. Considérant en* 

suite qu'à chaque instant de la durée d'un mouvement varié suivant 

une loi quelconque, l'équation qui exprime cette loi, fournit une ex- 

. dp . . ^ . , ' . 

pression -^7- qui peut toujours être censée appartenir à un certam 

mouvement uniformément varié, dont elle est la caractéristique , on 

conclut j de ce rapprochement, que le produit m -^ — ^ auquel on 

a donné le nom Aejbrce motrice ^ représente Jjintensité variable de la 
force aux diffi^rents instants du mouvement du mobile; d^où il suit évi*- 
demmem qu'en général les forces à actiçi^s continues sont entr'elles, 

k des instaifts déterminé^ de ces actions, comme les produits m — r— 

, * - at 

oir comme les Jorces motrices dont jouissent les mobiles qu'elles 
animent (art. yao, 72 1 , 722, 7^3 et 748), 

809. La théorie des mouvements, résultant des actions réciproques 
des corps les uns sur les autres , se déduit aisément des principes sur 
la comparaison et la mesure des forces , lorsqu'on a établi , entre ces 
corps • des distinctions relatives aux propriétés qu'on appelle dureté ^ 
mollesse , élasticiié ^ (cette dernière propriété pouvant exister à des 
degrés différents entre lesquels il faut avoir un mode de comi>araison) 
(art. 746 et 747) et lorsqu'on a fait remarquer que TefTet, contre un 
obstacle, d'un corps, jouissant, en vertu de l'action instantanée d'une 
puissance ^ d*upe quapjiité de mo^vemfnt finie ou infiniment petite, est 
identique avec celui qu'aurait produit l'action immédiate de la puissance, 
$i^ au lieu d'être exercép sur le corps, elle Teût été sur rob3tacle(art.755). 

Ces préliminaires posés, on 'démontre le théorème fondamental de 
l'équilibre de deux oorps parfaitement durs , qui se meuvent en sens 
directenieilt ppposés avec des quantités de mouvement égales, et cette 
démonslrafion se réduit à observer que le cas dont il s'agit , est celui 
de deui forces opposées qui , d'après le principe général sur la compa^ 
nii^B des forces, fioivent être égales entr'pUe? (art. 756), 
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6ib. On arrive. imsuite , ayec'la pJus grande facilité, aax lois de la 
çomniunicafion dg mouvement entre des points matériels qui se meuvent 
surune même lignédroite, et pour donner aux formules, qui expriment 
ceâ lois, toute la généralité désirable , il est convenable dç.les adapter 
an cas ok les corps .jouissent d'un degré d'élasticité iadéterininè (art. 
768 et suivante). ; ■ ■.,•. . ut n t . ■ ■ ;, 

/Siji.jIjfBâfïtiQrtsiexercées.p^r de^iforf^eSjd'^^/'ejdiT^reDis, ne pou- 
vant être comparées entr'elles, il a été nécessaire de les distinguer par 
des noms difTérenls. Si une masse' pesante m tombé d'une hauteur 
hj k laquelle est due une vitesse Vj sur un^plao hofiaantal, elle exer- 
cera sur ce plan une .action n^esurée par le produit mç ou m\/"Igh 
qu'on appelle.'une ;;e'reàWôn j- et si celle masse m est simplement 
pbséesur le planihorî^mal, .s^s vitesas initiale , l'eâbrt qu'elle lui 
fera éprouver «era représenté 'par tnàv :ou mgt^t, et prendra le nom 
de pression (art. 748 et 749)- Ce sont k'ces' pressions ^ ou ^rces de 
l'ordre m/iv ou m'gdtf que se rapportent les,thépries d'équilibre données 
dans la première partie du cours. On voit ici les éléments qui les com- 
posent, et leurs relations avèc'les' quantJ<é0tque>U-Dynamique em - 
ploie ; ces connaissances ne pçovaiént être, données que . par la consi- 
dération du mouvement , et, cependant, j'ai fait voir que ta rigueur 
des démonstrations de la Statique était indépendante de cette considé- 
ration (ari. jbo-). Il restait'à eonipléter lailhéorie de l'équilibre, en 
la rendant 'applicable aux tftuutiités de atouvement finies ; ce com - 
plément de théorie, qui était une conaé<^ence facile à déduire des prin* 
cipes sur la comparaison et la mesure des forces, a, en même temps, 
mis dans tout son jour la liaison et l'identité de principes des diverses ' 
; de la Met 
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rigtieur <les résultats déduits d'observations faites à la surface de.la terre , 
mais ellç exige quelques connaissaiices préalables d^j^^itronomie pliy ni- 
que qui trouveront leur place dans la suite du cours.. Paniia les; appareils 
d'expérience dont on peut se servir pour suppléer aux preuves astrono- 
miques j il faut particulièrement distinguer la machine d'Atwood et le 
pendule composé j cç dernier instrument, envisagé sous un point de 
vue général, offre un système de points matériels pesants oscillant au- 
tour d'un axe: horizontal , et comme la théorie du mouvement, d'un pa- 
reil système ne sera donnée que dans la 3^. section de cette seconde par- 
tie du cours, je me bornerai en ce moment à exposer les moyens que 
fournit la machine d'Atwood pour constaterla conformité des principes 
généraux de la Dynamique aux. phénomènes observés. 

fti3. J'appliquerai à l'objet qu« j;*ai en .vue les formuler de l!arliclé 
79^ et je commencerai par observer que la masse m suspendue a 
une des extrémités du fil et la partie tn de la masse m + œ suspendue 
à J'autre extrémité du même fil, se faisant continuellement équilibre, 
sont dans le même état que si elles étaient dépourvues de pesanteur ; 
aîûsi le systèrhe des masses m. et //z + o peut être considéré comme 
compiosé d'une mass^ sans pesanteur, ou puren^ent inerte y s,mj et d'une 
masse pesante ro qui représente la puissance à laquelle le système 
^m + co doit son mouvement. La réalité de cet état des choses ne pou - 
vant être contestée, on s'assure, d'abord, que le mouvement commun 
des masses -m et, m + o? est soumis à la loi de continuité et unijbr* 

mentent yarié par Téquation x = • — en observant plusieurs 

couples de valeurs simultanées de a? et ^ et calculant , pour chaque 

couple, le terme — ^ qui doit être une quantité constante tant que 

m et G> conservent ou les mêmes valeurs absolues ou le ménfie rapport 
entr'elles ( la vitesse initiale est toujours supposée nulle ) ; ce résultat 
étant obtenu par le fait y on en conclut que Téquatiôn qui donne la 
relation entre les espaces parcourus et les temps est vraiment dje la 

forme :r= Ct^y C étant une constante, que, parconséquent , la vitesse 

dx 
' . est proportionnelle au temps et que, la variation instantanée de 

cette vitesse est proportionnelle k l'élément, du temps, ou constante 
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lorsque dt est constant. Il est essentiel d'observer que toutes ces conclu- 
sions sont indépendentes de la considération de la force motritx , leur 
vérité dépendant uniquement de la réalité Aa faits observés, dont 
l'équation x=Cl* exprime la loi déduite de l'expérience j vo\\& un 
des avantages de la méthode que j'ai suivie au commencement de cette 
section, en traitant, d'abord, des phénomènes du mouvement envisagé» 
comme données défait, et faisant voir comment les équations géné- 
rales, qui représentent ces phénomènes, peuvent, 'abstraction faitede la 
considération des causes motrices, se déduire les unes des autres. 

Lorsqu'on a reconnu que le mouvement est continu et uniformément, 
varié f la vérification importante, qui, rigoureusement, peut dispenser 
d'en faire d'autres, est celle des deux propositions fondamentales de 
l'art, 730 oîi'il aétéSit 1^. que plusieurs forces sont entr'elles comme les 
vitesses finies ou élémentaires qu'elles impriment à une même masse. 
s.". Que les rapports entre ces forces sont aussi ceux des masses auxquel- 
les elles impriment la même vitesse finie ou élémentaire. Pour prouver 

la' première propositi on on détermine d'abord — — pour une certaine 

valeur de la masse totale ^/n+<*> que je suppose égale à M, ce qui donne 

1^ quantilé -■ , - =^ — — que je désigne par G, convenable à une 

ûitensité déterminée de la force motrice a} on substitue, ensuite, aux 
masses partielles m et es, d'autres masses m' et e/ telles que, la niasse 
totale M demeurant la même, on ait le rapport, entre la nouvelle force 
piotricç 0' et l'ancienne a, égal à un nombre quelconque n, entier ou 
fractionnaire, et celte hypothèse donne les valeurs 
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lème %m' ^cJ pendant le temps /) et la quantité constante = G 

obtenue dans le premier cas (pour une même valeur de /), donnent 
Téquation -y^- = tî , ce qui revient à dire que, pour une même valeur 

de / . on a = n. 

Pour vérifier la 2«. proposition , il faut faire varier la masse totale M y 
de manière que lorsque cette masse devient M! = nM ^ la nouvelle 
masse additionnelle, ou force motrice cJ ^ devienne non ^ ce qu*on ob- 
tient en déterminant m! et cof par les équations 

Les masses c/ et m' étant ainsi déterminées , la seconde proposition 
sera évidemment vérifiée si la nouvelle quantité constante O^ = 



^x' 



i^ • 



donnée par l'observation , est égale à l'ancienne G = — '• — ou si, pour 

une même valeur de /^ on r x' = Xj puisque cette égalité suppose 

nécessairement — - — = v^ . 

au 

814. Quoique les vérifications, indiquées dans l'article précédent, ne 
se rapportent qu'i des observatipns faites sur un système de corps animés 
d*un mouvement commun uniformément varié y les conclusions qu'on 
en tire ne doiveilt pas moins s'étendre à tous les cas possibles de mouve- 
ment, puisqu'on peut toujcArs, art. 71^ et suivants, assigner, à un instant 
déterminé, un mouvement uniformément varié dont les phénomènes 
coincident avec ceux d'un mouvement quelconque qui aurait lieu aU| 
même instant. De plus comme ces vérifications ont , pour objet, des 
propositions qui sont les véritables bases de toute l'application de l'ana- 
lyse à la mécanique, je supprime pour abréger celles qui seraient relatives 
à la transformation subite du mouvement varié en mouvement uniforme, 
au changement de vitesse que subit le système a/w+fi? lorsque sa masse 
est tout - à -coup augmentée d'une quantité finie etc. Les élèves se ren- 
dront compte aisément des moyens d'opérer ces vérifications accessoires* 

8i5. Il est bon d'observer que les preuves expérimentales, fournies 
par la machine d'Âtwood, de la proposition qui rend la force proporti* 



\ 

\ 
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onnelle au produit —~j — , sont indépendantes de la valeur absolue 

de \z force accélératrice ^due «l la pesanteur dans'le cas du mouvement 

libre et vertical , et supposent seulement que l'expression — — est 

celle d'une quantité qui demeure constante lorsque a et m conservent ou 
les mômes valeurs absolues ou le même rapport entr'elles. Cette machine 
pourrait cependant servir à la détermination séparée de ff puisqu'elle 

donne le moyen de coonaUre> par le fait, Ta quantité ■ ——-^g, 

qui doit être invariable dans toutes les combinaisons possibles des valeurs 
absolues ou relatives de Mj coj x et t^ pourvu que ces valeurs aient lieu 
ensemble ; mais si on veut parvenir à cette détermination avec un degré 
d'exactitude qui assure la précision des io«'. des millimètres, on peut 
employer le pendule simple dont la théorie sera exposée dans la 2". 
section de cette 2". partie du cours. Je donnerai , dans la. 3*. section de 
la même partie , des moyens' nouveaux pour employer le pendule 
composé a la même détermination, et j'y ferai vdir, en même temps, 
comment cet instrument employé aux expériences qui auraient pour 
objet de vérifier, par le fait, les principes fondamentaux de la Dyna- 
mique, offrirait des résultets d'une précision supérieure encore à ceux 
qu'on obtient par la machine d'AtWood. Avant de traiter ce sujet, j'au- 
rai posé les bases de la théorie du niouvement des corps célestes , et 
complété ainsi l'ensemble des preuves d'après lesquelles on peut affir- 
mer que les principes généraux de la Dynttnique , déduits du raison- 
ncuient et attestés p;ir tnus les pliénomt-nrs de la nature, doivent être 
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É<juatioD8 générales du mouvement libre d'un point matériel sollicité par des 

forces quelconques, 

8i6. J 'ai exposé, dans la première section de cette seconde partie du 
cours , les théories fondamentales qui s'appliquent indistinctement à 
toutes les parties de la Dynamique, j'y ai démontré, avec tous les dé- 
veloppements nécessaires, les principes relatifs à la comparaison et à 
la mesure des forces dans le cas du mouvement, et à leurs expressions 
analytiques ; au moyen de ces notions préliminaires , je n'aurai plus 
besoin que du secours de l'analyse et de la géométrie pures, pour éta* 
blir les autres théories delà Mécanique des corps solides ^ dont il me 
reste k enti^tenir les élèves. 

Je vais d'abord traiter , en le considérant sous le point de vue le 
plus général , le mouvement d'un point matériel sur lequel je n'ai ré- 
solu jusqu'à présent que des problèmes assujettis à des conditions par- 
ticulières. Je commencerai par supposer que ce point se meut libre-^ 
ment, c'est-à-dire que la courbe qu'il décrit dans l'espace résulte 
uniquement des actions des forces d'intensités et directions quelconques» 
I 14 
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auxquelles il est soumis , et je passerai ensuite aux cas du mouvement 

de ce point sur des courbes et des surfaces , soit données par l'état de 

la question, soit déterminées de manière à satisfaire à des conditions 

données. 

817. La position du mobile a été, jusqu'à présent, assignée, à chaque 
instant, par sa distance à un point fîxe de la ligne de son mouvement, et 
c'est le parti le plus convçnable à prendre lorsque le mouvement est rec- 
tiligne; mais lorsque le mobile décrit, dans l'espace, une courbe ou 
traj^cloire qui , en général, est censée être à double courbure, il est 
beaucoup plus commode de rapporter sa position instantanée k trois 
plans coordonnés , perpendiculaires entr'eux , dont les intersections 
donnent les axes des a: , des _/ et des z ayant leur origine commune 
au point commun d'intersection des trois plans. . 

Je supposerai ordinairement que ces plans coordonnés sont Hxes dans 
l'espace , et cependant, povr faciliter l'analyse de quelques questions , 
' il m'arrivera d'employer des plans coordonnés de positions variables et 
dépendantes du mouvement du mobile. 

Je substituerai aussi , par fois , les coordonnées polaires aux coor- 
.données rectangulaires , lorsque des raisons de simpHGcation de calcul 
et de clarté , rendront cet(e substitution utile. 

Ces préliminaires posés , soit un point matériel sollicité par des 
forces quelconques , et ayant un mouvenkent actuel dans l'espace ; c^ 
un instant quelconque de ce mouvement on compte un certain nombre 
d'unités de temps que je désigne par tj à ce même instant les distances 
respectives du moitié aux plans fixes ^{ja>j et xjaoax x^j^et^^cc-qui 
détermine sa position dsuis l'espace ^ et je représente par s la distance 
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w ^y et z par dx , ày et dz. Les différent ielies dx ^ dy j dz et ds, 
se trouvent ainsi liées à la difTérentielle di et dépendantes du mouve- 
ment du mobile ; mais si , lorsque ce mobile se trouve à l'extrémité 
de Tare Sj on veut, par des considérations purement géométriques et 
sans égard à son mouvement , comparer la position du point qu'il oc- 
cupe dans Tespace', avec celle d'un autre point pris à une distance 
infiniment petite ^ soit sur la courbe décrite , soit hors de cette courbe^ 
il est nécessaire de distinguer les longueui-s élémentaires, relatives à 
cette circonstance de celles qui sont dépendantes du mouvement. En 
conséquence , dans ce second cas , la distance du mobile au point de 
position arbitraire f qui en est infiniment voisin, sera désignée par as 
et les projections orthogonales de as sur les axes des x^j- et Zj seront 
représentées , respectivement, par dx j àjr et àz. 

819. Les première phénomènes à considérer dans le mouvement actuel 
et instantané du point matériel mobile se rapportent à ceux du mou - 
vement uniforme et riectiligne dont il a été question art. 685 et suivants. 
Puisque Tare ds est parcouru pendait Tinstant /// la vitesse à cet instant 

ds 
sera, art. 691, égale à —z — j et comme les cosinus des angles respectifs 

formés par Tare élémentaire ds et par les axes des ,t^^ et ;; ont pour 

dx dy dz ^ ds , 

valeurs — ^ — j —4 — j - , j les composantes de la vitesse —j- prises 

11*1 « I 1 f? ^-^ ^y ^^ 

parallèlement a chacun de ces axes seront, art. 702, "fr y '^jT y "jj ^ 

je donnerai bientôt des valeurs générales de ces diverses quantités dans 
lesquelles entreront les puissances sollicitantes. 

La vitesse ~Tr% ^^ a lieu à un instant déterminé, deviendrait cons- 
tante si les puissances auxquelles le mobile est saumis cessaient d'agir sur 
lui à ce même instant; il se mouvrait, alors , d'un mouvement uniforme 
suivant la direction de ïa tangente menée à l'extrémité de Tare de courbe 
s, art.715 et 716. La ligne droite ainsi parcourue aurait pour équation, 
en désignant par a, by Cy respectivement, les coordonnées parallèles aux 
^ >y f^ z du point o& le mouvement a cessé d'être varié, 

(r — b\dx^=(x — a)drC^ 

X V, _. ^.•^ jL'une quelconque de ces trois equa- 

, \^~/ Vk JÀ tions est donnée par les deux autres. 

{z — c)dy = (jr—6)dzf ^ 
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Mais, par l'eAFf ( de la continuation de l'action des puissances, la vitesse 
et la direction du mouvement changeront pendant l'instant qui suivra 
celui auquel se rapportent les équations précédentes, et il s'agit de dé- 
terminer ces changements. 

820. Je suppose, pour fixer les idées, qu'aubout du temps / le point ma- 
tériel mobile se meut, dans la région dcsXj^fj z positives, d'un mouve- 
ment tel que, pendant l'instant <//, ses coordonnées x,y et z prennent des 

. ... , , . . d.t dy dz 

accroissements positifs, les angles qui ont pour cosmus —z — , -^ , —r— 

étant, dans ce cas, art. a5, chacun plus petit qu'un angle droit. Ce mobile 
est sollicité par des forces P' jP" , etc. dont les actions soumises à la loi 
de continuité f se trouvent, d'ailleurs, dans le cas expliqué à l'art. 719. 
La masse du mobile est prise pour unité et les produits P'dt, P"dt, etc. 
doivent représenter, dans l'analyse, les vitesses élémentaires que chacune 
des forces pourroit lui donner en vertu de son action instantanée; les 
angles respectifs formés par les directions de P' , P" , etc. et par les axes 
des X , y fX. z sont désignés par les lettres Oj S , y lesquelles doivent 
porter les mêmes accents que les forces auxquelles elles se rapportent; 
je fais de plus pour abréger 
(1) .. iZ(/'cos.a)=X^- 2(/'cos.^)= r^- .£(Pcos.)') = Z^-| 

(voyez pour le signe S la note de l'art. ^^S) X,y ctZ étant, comme 
à l'art. 63, les sommes des composâmes des forces sollicitantes, prises 
parallèlement aux x jj et - j et je suppose encore, toujours pour fixer 
les idées , que chacune de ces sommes est positive , et que la force qu'elle 
représente a , par conséquent , une tendance à éloigner le mobile du plan 
, coordonné perpendiculaire à l'axe auxquel cetle force se rapporte. 
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Cet état du mobile est identique avec celui où il se trouverait si on 

lui imprimait parallèlement aux x y y et c les vitesses resj)ectives 

dx dy dz , ^ m r • i 

—j — y — ^ — y —j — et qu en même temps il rut soumis aux actions des 

puissances X, l^et Zj or la force X" tend h augmenter la vitesse , de 

la quantité Xdi et en ayant égard , d'une part à \ indépendance des 
composantes rectangulaires (art. 67), et de l'autre à l'observation de 
Vart. 719 sur le mode d'action des forces dont il s'agit ici, on voit 

que cette force Xdoit avoir complètement son effet, c'est-à-dire, que 

. , . dx 

l'augmentation élémentaire, réelle, de la vitesse —^ — doit être X///^ 

ce qui donne d 1 . | = ILdt j le même raisonnement s'applique 

aux vîteses —r—j —7-- et aux forces 1^ et Z et on a ainsi les trois 

dt ^ de 

équations fondamentales 

w|<^)=**'- <^)=^*'- <-§-)=^*- 

821. On peut arriver à ces équations par une autre marche de rai- 
sonnement que je vais exposer pour donner un premier exemple de 
l'application du principe des vitesses virtuelles aux questions de mou- 
vement , et du système de notation expliqué à l'art. 818 Les incré- 
ments de vitesse d ■ -— — ) ^ ^ ( ^ ) ^ ^ ( """T" ) ^y^^^ ''^" ^^ 

vertu des actions des puissances qui tendent k imprimer au mobile les 
vitesses élémentaires Xdt^ Ydtet Zdt^ si on supposaitqu'à l'instant 
où ces puissances produisent leur effet d'autres puissances , qui leur 
seraient respectivement égales et dont chacune agirait dans un sens 
directement opposé au sens d'action de sa correspondante , fussent aussi 
appliquées au mobile , l'effet des premières puissances serait évidem- 
ment détruit , ce qui revient à dire qu'on aurait l'équilibre entre six 
quantités de mouvement élémentaires obtenues en multipliant 1^ 

masse du mobile par chacune des vitesses d I -^— )^ ^ ( ^ - ) ^ 
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rfj — ^ K — XAj — Ydt, —Zdt. Or si on conçoit, «Lus l'espace, 

un point infiniment voisio du point mobile , ayant d'ailleurs une posi- 
tion entièrement arbitraire , et qu'on désigne par ds , dx , ây , ai , 
respect ivemeat, la distance entre In deux points et les projections de 
cette dislance sur Ict directions de X, Y etZ, ou sur les axes des x , 
y et i , conformément à la notation expliquée art.8i8, on aura, d'a- 
près le principe des rîtesses virtuelles , art. 87 et 46a , en observant 
que la masse du mobile est prise pour unité , l'équation d'équilibre 

mais, d'après la théorie sur laquelle ce principe est établi, ta direc- 
tion de i^i' et sa valeur absolue étant entièrement arbitraires, les incré- 
ments âx f ây t\. ai ne sont liés entr'eux par aucune loi , ensorte que 
l'équation précédente doit avoir Heu indépendamment de toutes rela- 
tions et de toutes valeurs particulières de ces incréments; il faut donc 
égaler à zéro, séparément, chacun des termes multipliés par àx , dy ^ 
et ai, ce qui donne les équations de l'article précédent. 

Valeur gén£rAle de la viteue, déduite dea équationa précédente!. Observations 
sur la fonction qui donne cette râleur. 

8a». L'équation (^ de l'art, précédent, déduite du principe des vU 
tesses virtuelles, donne immédiatement la vitesse du mobile en obser- 
vant que, puisque àx, ây et âz sont entièrement arbitraires, et pour- 
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^ ds 

vitesse au bout du temps / par v cette vitesse a pour valeur {/ = -^;- j 

on obtient l'équation 

(a) ç^=C+a, / {X/ix + Kdy + Zdz) 

C étant la constante arbitraire. 

On serait parvenu au même^ résultat en multipliant par 2dXj %dj et 
^z , respectivement, la i®. la a«. la 3®. des équations {p) de l'art. 8io 
faisant la somme des équations produits et intégrant dans Thypothèse 
de dl constant. 

823. La valeur générale de la vitesse, donnée par l'équation (2) de 
l'article précédent, comporte un cas très -remarquable celui qui rend la 
fonction Xdx + Ydj + Tàdz intégrable par elle-même et indépendam - 
ment de toute relation particulière entre les variables .r^j^et z. Ce 
cas a toujours lieu lorsque les puissances P' ^ P" ^ P'" ^ etc. ont, sur 
leurs lignes de directions respectives, à^es ceniresj^xes et sont fonctions 
des distances variables, que je désigne par p' ^p" j p'" ^ etc. du mobile 
à ces centres. En effet soient R la résultante unique de toutes les forces 
fj P" ^ etc. dr la distance infiniment petite du mobile à un point, pris 
d'ailleurs arbitrairement dans l'espace, et dp' y dp" ^ etc. les projections 
orthogonales dexette distance sur les directions de P' y P" y etc. ; puis- 
que Ry résultante des forces P' y P" y etc. pourrait leur faire équilibres! 
on lui donnait un sens d'action diamétralement opposé à celui qu'elle a, 
on a, par le principe des vitesses virtuelles, 

Rdr^Z^PàpY, 

mais les composantes Xy Y y Zy remplacent exactement, quant à l'effet 
produit sur le mobile, les forces décomposées P' yP" y etc. doec, art. 
487 et 476, la somme des moments de XyY et Z e^t égale à la somme 
des moments de P'y P^'y etc. c'est-à-dire qu'on a 

(1) Xdx + Y(fy + Zdz=^Z{Pâp}; 

équation dans laquelle on peut, ainsi que je Vaii observé à l'art, précédent, 
sidDStituer aux projections dxy dyy dz y dp', dp" y etc. de c^^^ les projec - 
^ons dXy dffy dzy dp' y dp" y etc. de l'es^ce élémentaire ds décrit par 
le nx)bile pendant l'instant dty ce q«ii donne 

(2) Xdx + Ydj + Zdz^i:{Pdp) 
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et si, comme je le suppose, P', P" , etc. sont fonctions Aep'j p" ^ etc. 
!a quantité Z^(Pi^/w) ou "^dp' ■\-P"dp" + etc. sera intégrable par elle- 
même et la fonction Xdx + Vdy + Zds jouira, par conséquent, de U 
même propriété. 

824. La vitesse a un instant quelconque, dans le cas dont je viens 
de parler, est donnée, uniquement, par la position du mobile ou par 
les coordonnées du point où il se trouve à ce même instant, sans aucun 
égard k la forme de la courbe parcourue ou trajectoire j voici les 
expressions à substituer a. X, y et Z dans la valeur générale de cette 
vitesse; soient P Qt p , respectivement, l'une quelconque des puissances 
P'j P" y etc. et celle des distances p'fp"j etc. dont P est supposée 
fonction, si on désigne par Uj b, c les coordonnées de l'origine de p 
parallèles aux n: tjy et z on aura,yétant le signe de fonction, 

(1) p' = {x-„y + (y-bY + {i-cY 

Les sommes des composantes des forces respectivement parallèles 

, . X — a Y — ^ -2 — c 

aux a;_,r et î seront, en observant que , -^ ,- 

-^ . ^ P ' P ' F 

sont les cosinus des angles respectifs formés par la direction de P et 
par les axes des x, jr et z , 

f. \[(x-a)-'+ (y-3). + (.— c).]S-i 



i')'H^-')']i \ 
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(4) ..... C= V»—s.F{a',b'W)j 
d'où 

(5) v^ z=z ^—•iF{a' ,b' ,c')+3.F{x,j,z). 

826. Observant que l'équation ( i ) de l'article précédent donne 

\dx)- p \dj)- p \d.)- p ^' 

ayant égard à l'équation {2) du même article on verra que les équations 
(3) peuvent se mettre sous la forme suivante 



X 



=*|(^)/wj^- 




=A{^)m[ 



faisant la somnrie de ces équations, après avoir multiplié la i". par dx^ 
la a^ par dy, la 3®. par dz ^ les coefficients de chacune des quantités 
représentées par le symbole général/* (/;) ^ dans le a®, membre de l'é- 
quation somme j seront les différentielles complètes des distances cor- 
respondantes, représentées par/7^ et on aura 

Xdx + Vdj + Zdz='S\ dpfip) \ 

ce qui fournit une seconde démonstration du théorème dont la première 
démonstration a été, art. 8^3, déduite du principe des vitesses virtuelles. 
826. Plusieurs des cas de mouvement rectiligne , traités dans la sec* 
tion précédente, se rapportent à celui dont il a été question art. 823. 
Le mobile, dans ces différents cas, n'est censé soumis qu'à l'action d'une 
seule puissance dirigée suivant Taxe des x qui est la ligne du mouve- 
ment; on a donc jr=oet Z = o ; et 1-équation (2) de l'art. 822 devient 

Le mobile étant un corps pesant qui parcourt une ligne verticale dans 
le vide, la puissance X est dirigée au centre de la terre, et fonction 
de la distance du mobile à ce centre ; cette fonction peut être traitée 
I iS 
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comme une quantité constante, lorsque la ligne parcourue est si petite 
en comparaison du rayon de la terre, et si éloignée de son centre que 
les plus grandes variations des distances du mobile à ce centre de- 
viennent négligeables par rapport k ces distances. Cette condition, iir- 
troduile dans l'équation ci -dessus, donne X= constante, d'où on 
conclut l'équation (3) de l'art. 702, de laquelle on peut déduire toutes 
les formules du mouvement uniformément varté. 

Lorsqu'on regarde la longueur de la ligne- parcourue par le mobile 
comme comparable au rayon de la terre, 00 a, art. 729, au-dessus dn 



niveau de la mer, X = 
veau. X= "^'-''^ 



^ -et art. 733, %u-dessous de ce ni - 
j ainsi, pour tous les cas particuliers, traités- 



dans la I". section de celte' a=. partie du cours» qui rendent la puis- 
sance K fonction de la distance du mobite à un centre fixe, pris sur 
la direction de la force, la vitesse est donnée par une expression qui ne 
renferme d'autre variable que la distance .t du mobile à une origine 
donnée de position, expression quLse déduit immédiatement de l'équa- 
tion (2) de l'article ?,%2... 

827. Il n'en est pas de même du mouvement vertical dans un milieu 
résistant comme le quarré de la vitesse ,, dont Tes lois ont été exposées 

art. 789 et suivants; ce cas donne arl. 740 et 741 ^ X=^.g{ +1 — - — \ 

( les signes supérieur et inférieur s'appLiquant , respectivement, aux 
mouvements de descente et d'ascension) et la fonction Xd.r n'est pas 
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D.e la force iatigentielle et de la force normale. Expression de la vi'lcsse en 

fouçdon des composantes tangentielles, 

828. Lorsque le mobile a parcouru, pendant l'élément de temps dt^ 
un élément ds de sa trajectoire, la direction de son mouvement s'in- 
fléchît, et il parcourt, pendant l'instant suivant, un autre élément de 
celte courbe qui n'est pas dans la direction du premier. Ainsi, à un 
instant quelconque, tout l'efTet des forces sollicitantes se réduit; 1°. à 
faire varier sa vitesse dans le sens de la courbe ; i°. à fa're varier la 
<lireclion du mouvement; il suit de^là que si, au bout du temps /^ 
on fait passer un plan, que j'appelle /;/^z/z SRNy par l'élément de courbe 
que le mobile vient de parcourir , et par celui qu'il est j)rèt a par- 
courir, ce plan renfermera i®. la résultante générale des forces solli- 
citantes que je désigne par Rj 2.^. les deux composantes rectangu- 
laires de R'^ Tune, que je dc'signe par S ^ dirigée suivant l'élément de 
courbe que le mobile vient de parcourir, et l'autre que j'appelle N ^ 
perpendiculaire à cet élément de courbe. En effet, si on admettait 
l'existence d'une force agissant sur le mobile, sans être dirigée dans le 
plan SRN j cette force devrait avoir une composante perpendiculaire 
au même plan, qui tendrait à en écarter le mobile, et l'effet de cette 
coro posante ne pourrait être empêché par aucune des forces dont SRN 
renferme les directions ; mais cette hypothèse est incompatible avec le 
mouvernept réel du corj)s qui, par l'état de la question, doit parcourir un 
second élément de courbe dans le plan SRN j il faut donc que les forces 
perpendiculaires à ce plan, ou soient nulles, ou se détruisent entr'elles. 

829. r.^e8 comjK)8ante8 S et TV se noinment respectivement force /^z/î» 
gentielle et force normale j il a déjà été question de la première aux 
art. 819 et 8ao, et il sera utile de donner ici les formules applicables a . 
toutes les déterminations qui les concernent. On sait que la résultante 
/? a pour valeur 

(0 R=^Vx*+r^+z^ j 

et qu'en désignant par -^^ B ci C les angles respectifs formés par sa 
direction et par les axes des x, y et 5, on a 



X I 

(2) . . . ^COS. j4 ?= — jr- J CPS. B =^ —fs- J COS. C = 



z 



^ J ^^. ^ /î ^ ^"^ R 
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la direction de la force tangentielle 5 étant identique avec celle de 
l'élément de courbe A, les angles repectife désignés par a,b,c, qu'elle 
forme avec les axes des x .jj' et s , se détermineront par les équations 



id.v , ^Y 4^ { 

COS.^= -jfJ COS.«= ---.• C08.C = -3- .-^ 



(3). 



d'où on conclut, par up théorème de trîgonométiie trèï -connu, la 
valeur du cosinus de l'angle, que ^'appelle Sj formé par les directions 
de Ji et Sf savoir 

Xdx -^^ rdy + Zdi 
(4) <^- " = 1(3; -•■ 



et comme S= Rcos.O on a 



S = 



Xdx + rdy + Zdz 
ds 



(S) ... 

83o. Passant à la force normale N, j'observe que sa direction à angle 
droit sur celle de la force S forme avec la direction de la force B un 
angle complément de S et dont le cosinus est, par conséquent, égal k 
sin. S ; ainsi di-signant pary^ jÇ'^t A les angles respectifs formés par N 
et par les axes des x j y et i j'ai les trois équations 



\ -^ COS./ + 



(0. 



COS. g + COS. A = o ; 

ds 



cos.*y+cos.»^+cos.'/t=i ; 



desquelles on déduit 
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83i. Lorsque les forces P' ^ P" ^ etc. seront fonctions des distances 
du mobile à des centres d actions fixes, pris sur leurs directions res- 
pectives, et que, par conséquent , X, F et Z seront fonctions des coor- 
données du point mobile, les valeurs des angles A^B^ Cj O^f^gQX h 
se déduiront de la position de ce mobile. 

J'ajouterai que les angles y^ g^ à sont ceux que forme, avec les axes 
coordonnés, \e principal rayon osculateur de la courbe à double cou- 
bure décrite par le mobile, celui qui se trouve compris dans le plan 
même de Tare élémentaire dont il mesure la courbure et dont son 
origine occupe le centre ; je donnerai bientôt la valeur de ce rayon» 

83fi. Désignant par ff^ff'^ etc. les angles respectifs formés par les puis* 
sancesP'jP", etc. et par l'élément de courbe ds^ ou par la ligne de 
direction actuelle du mouvement, les composantes P'cos.^, P" q,o%,0" ^ 
etc. que j'appelle composantes tangenticlles ^ auront, pour effet ex- 
clusif, celui de faire varier la vitesse v , ou d'engendrer l'élément de 
vitesse dvj cette vitesse i^ ne pouvant être, en aucune manière^ modifiée 
par les composantes normales P' sxn.û' ^ P" sxn.ff' ^ etc. dont la compo- 
sition, en une force unique, donne la force normale N, exclusivement 
employée & infléchir la route du mobile; on aura donc 

(i) . . .di^ = dlZ(Pcos,û); (^ , ... 

< A est la constante arbitraire 
(a) . . . i^ =K+f\dlZ{Pcos.û);\( 

ou, en multipliant le premier membre de (i) par (^ et le a^ par la 
valeur --7— de i^, 

(3) i^=C+2/\dsS(Pcos.û)\ 

il est facile de reconnaître l'identité de cette seconde valeur avec celle 
que j'ai donnée art. Q25L; on a 2;(P cos. Û)=S= ]^^1±J^[+^^ 
d'où ds S{Pcos. 0)= Xdx + Ydy + Zdz, 

Considérations générales sur la trajectoire ou courbe décrite par le mobile. 
Valeur générale de son rayon de courbure. Equation du plan , de position 
variable^ qui renferme l'arc décrit de ce rayon. 

833. Je compléterai ce que j'avais à dire sur l'emploi des équations 
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gcnt-ralfs du mouvement d'un point matériel , pour en d^ertniner tous 
les ph<>nomfrnes, en donnant les équations générales de la trajectoire, 
et les moyens de déterminer les afTections de celle courbe. 

On a, d'abord, "un procédé général et direct pour trouver l'équation 
de la trajectoire dans les dinTérenls cas particuliers, qui consiste dans 
l'intégration, lorsqu'elle est possible, de chacune des équations (2) de 
l'art. 830. Les intégrales donneront les relations entre les temps et les 
espaces parcourus parallèlement k chacun des axes coordonnés , et , en 
éliminant la variable / des 3 équations ainsi oblenues, on aura deux 
équations entre r^^ et z qui seront celles de la trajectoire. Je suppose, 
comme aux art. 8a3 et 824, X , y et Z fonctions des coordonnées de 
cette courbe ; si les expressions de ces quantités renfermaient la vîtese c , 

il faudrait a c substituer -r- —^ — -^ . 

<// 

834- Pour avoir d'ailleurs sur cette détermination les résultats les plus 

générauit je pose les équations hypothétiques 

(i) . . . .... \dj^pi/3^j di=^<ia^j\ 

desquelles on déduit 

(2) . . . . \dtly=i^pddx -^ dpdx\dd^-=tidiix-^ dtid3:\\ 

(3) '^='^^|/7+7m^^- 

ds dx . 

(4) ■ 



dt 



= ''=^ -drV^'rp-^q- 



prenant dt pour difTérentielle constante , les équatiops de l'art. 8ao 
deviennent , ddx = XdC^j dd^ =.¥di^, ddz = Zdi^j et ces valeurs 
aubslituéesdans (2) donnent 




(7) . . . ■ 
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rdx-Xdy= '"^P s 

Zdx — Xdi = .• 
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mettant pour dp et dq leurs valeurs, et ayant égard à(i)età(3) 



(8). 



• < 



rdx—xdj = 



ç^{dxddj' — dyddx) 

di^ ' ' 



. , y. v^ (dz ddx — dx ddz) 



Xdi 



ds^ 



et par combinaison de ces deux équations 
y ^y jr^.- V* {dy ddz - dz ddy) 

' Divisant la première de ces équations par l'une quelconque des deux 
autres , on a l'équation unique , dans laquelle la vitesse n'entre plus , 

f X{ dz ddy *— dy ddz ) 1 

(9) . • . < + V{dxddz — dzddx)\^=o 
^ + Z{djddx — dxddj)\ 
La trajectoire sera immédiatement déterminée j>ar ces équations 
lorsque les puissances seront fonctions des distances du mobile k des 
points fixes, pris sur leurs directions, puisqu^alors art. 824 les valeurs 
de i^ , X, Fet Z^ précédemment déterminées, ne renfermeront d'autres 
variables que les coordonnées des points successivement parcourus par 
le mobile ; je dois ajouter que l'usage de ces équations est indépendant 
de la condition, ci - dessus imposée, d'avoir dt constant et qu'elles 
peuvent être mises sous les formes suivantes; savoir, les équations (8) 

ds^ (Fdx— Xdj) = u^dx^.df^ 



(10) 



• • • 



ds* (Xdz — Zdx) = v^dz^.df-^j ; 



ds^ ( Zdj — Fdx) = i^^ dj^. d ( 
et l'équation (9) dégagée de la vitesse 



dz 
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(,„ . . . «....(^).K^-..(^).Z4.-..(^) = o. 

835. La direciion de la tangcnle à la trajectoire et celle de son rayon 
de courbure sont données par les équations (3) de l'art. 829 et par les 
équations (2) de l'art. 83o, et il ne reste plus qu'à cherclier la valeur du 
rayon de courbure. Pour cela , j'observe qu'à l'inslant où le mobile 
venant de parcourir un élément de courbe ds est prêt à parcourir l'é- 
lément suivant ds' , il est animé, dans le sens de l'élément ds , de \a, 
vitesse c + ^/^j et, dans le sens du rayon de courbure, de la vîte«so 
élémentaire Ndt ou Rdt sin. S, d'oii on conclut, par les formules de la 
composition du mouvement, que l'angle, formé p;ir ds et di,' j a son 

ndn'm. & Hdfim.ff 

«mus =" — — = ; or ce sinus, 

y^iy + dvY^H'^ dt* sin.* fi " 

qui est celui de l'angle appelé angle de contaolj a aussi pour valeur 
j en désignant, par f j le rayon de courbure cherché ; on a dbna 



iîAsi».^ 



ds 
et, en obseirapt que -^ = t 



<«) 



Bsw.ff 



je reviendrai sur cette valeur remarquable dans la suite du cours. 

836. Si on fait passer par le point, où le mobile se trouve à un ins- 
tant quelconque, trois axes sur lesquels se comptent, à partir du même 
point, les coordonnées ij,)? et (J* respectivement parallèles aux x,j- ets, 
l'équation du plan qui renferme l'élément de courbe ds et le rayon 
de courbure Tj sera, d'après les formules de la géométrie analytique, 

(t)..^{d3Afy~dj'dds) + 7i(dxdds—dzddj^)+iX'ir^^^—^^^)-='°' 
qui peut se mettre sous la forme 

observant 
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observant que l'une ou Tautise de ces équations établit entre ^^ )? et ^ les 
mêmes relations énoncées par l'équation (9) de l'art. 884, entre Xj Vet 
Z , on conclut de le«r rapprochement 

d'où, 

(3) . . . \^z^i:xj ^r^nXj riz = ^r\. 

Ces équations sont celles de la ligne de direction de la résultante gé- 
nérale R^ qu'on pouvait déduire immédiatement des équations (2) de 
l'art. 8i8, mais en les combinant par les méthodes de la géométrie 
analytique, avec celles de la ligne de direction du ipoMve/Tient actuel , 
ou de la force tangcntielle S j qui sont 

on a l'équation suivante du plan renferpnant les directions du mouvement 
actuel, de la résultante générale, et dq rayon de courbure 

{rdx — xdjr) i:+ (^xdz-^zdx)n + (,zdj^rdz)ç:^Q 

qui ne contient plus que des termes du i^'. ordre avec les sommes des 
composantes rectangulaires des puissances. Pour rapporter les positions 
/ks différents points de ce plan à l'origine fixe des ^ ^^ eiz , on dési* 
^era les coordpnnées , copfiptées de cette origine fixe, et parallèles aux 
^ sj.tt Zj piir iv^^jr' et «'^ et on substituera, dans l'équation précé^ 
dente ; a>' — r w^y ttt y^ ^t «' ^^ 2^ à f ^ 37 et ^, respectivement , les seules 
variables éjant <J^ ^ y ^' et tputes les autres quantités, qui se rapportent 
au point occupé par le mobile, devant être considérées comme consr 
tantes dans Véq^atiop eqtre ces variables. 

a f 

1 . , ... 

Propriétés générales du |nouvcment libre d'un point m^ttérieV, sollicité par 
des puissances quelconques. Rel/itions entre les aires et les moments^ Cj(s 
qui rend les Uires proportlfonnelles aux teipps. Propriétés particulières qui en 
dépendent. Principe de la moindre action vérifié dans le niouvement d*un 
point matériel dû % des forces centrales. 

837. En supposant di constant dans les équations générales (2) de 



1. 



^^ v>» ^J ^j ' ddz À,, 

—-— — A dti —/— = Ydt} — j— — Zdtj 
dt dt < - . dt- 



I . è 
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multipliant ce&ÀjUMion&par^factrun, savoir: i^. la i". par^«tl| 
af.^irx s 3fi. la iK:pàr à ct'1a3".par w-j^^Aa &•, par 3 *t'Ib3*ri 
jr; retranchant ensuite l'une de t'autreles équations produit» d« cb 
couple ainsi combiné, les premiert membres des équations obtenuadl 
cette manière seront susceptibles d'une première intégration , et on Bi 

jrdx — xdjr = ifi[a, +f\lx X — X y)dt\] C a,,a„,k,„»ontUitoii 
Xili •*- idx^ *ii[o,t +/i[* 2r- iX)dt\'\}iantn arbitrairea ioiroJ 
ydi~ idj = di \a„,-^f\[j Z~-s K)^(j] ^ Ju'i" P»' l'iDtégrtlion.l 

838. Les surfaces élémentaires, dont les premiers membres de ces 
équations expriment les valeurs, méritent une attention particulitre.l 
Je suppose, comme à l'art. 820, pour, fixer les idées relativement auil*" 
signes des quantité^ , que le mobile, pendant l'instant dt j parcourtl^ 
un élément de courbe àsj situé dans la région des cCjjr, 3 positives,! 
et que , d'après la direction de ds et le sens du mouvement , les ïncrc- It 
ments dx , dy , dz sont aussi positifs. Imaginant ensuite deux rayoi» y 
vecteurs menés de l'origine des x ,\y , z aux extrémités de l'arc élé- 1 
menteire ds, traçant les deux droites J/Jtet j^F-ii iattgle droit l'une I 
Bur l'autre, prenant yj4X ^out le -plan des ^, faisant AP ^= x , I 
Fig.a PM==j,PP'=^Mm^dx, mW'^dy, le triangle ^^fJf stra îa 
projectioD orthogonal», sur le plan ay , du triangle formé par l'élé- 
ment de courbe ds , projeté t'a MM* , et par les rayons vecteurs me- 
nés de l'origine A à Ses extrémités. Or on a triangle. AHi^- = 
triangle A M m + triangle M m M' -^ triangle A i^ m = 
ki^jd.v + djdx — xdy) = y {ydx— <tdjr). Le premier membre de 
la première équation est donc l'expression du-doublé de la projectioi» 
orthogonale, sur le plan xy^ de l'aire élémentaire engendrée par le mo- 
bile , penflant l'inlstant dtj autour d'e l'origine des x , y\ z j et on 
trouvera , en suivant la même marche de raisonnement , que les pre- 
nbres des deux autres équations , c'est-à-dire les expreseions 
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Vûilé ^j Xdt — .ri'iflf/sera le moment, par rapport à l'axe des £ ,dè la 
t^uantité du mouvement élémentaire imprimée au mobile, pendant l'ins- 
(taot dty en vertu de l'action des puissances; pareillement xZdl — zXdt 
^tt yZdù — zVdt sont Ie$ moments respectifs de cette quantité de 
Il mouvement élémentaire par rapport aux axes des j^ et des x. 

^ D'un autre côté l'expression jr -^^ x --j-^ est la valeur du 

moment, par rapport à Taxe dés z^ de la quantité de mouvement 
que le mobile a acquise, au bout du temps /^ les expressions 

dz dx dz dy , 

^'"^ ^ "UT ^^y ^ ^ --7—^ étant, respectivement, les mo- 
ments, par rapport aux axes des j^ et des:r^ de la même quantité de 
mouvement. 

Enfin y Xdt — xVdi^ x Zdt — zXdt ^ y Zdù — z Vdt sont les 
projections sur les plans coordonnés de Taire élémentaire que le mobile 
décrirait autour de l'origine si , au point de sa trajectoire qui a Xyj et 5 
pour coordonnées , son mouvement avait lieu suivant la ligne de direc- 
tion de fa résultante générale des forces, avec la vitesse k^^+y^ip^. 

On retrouve dans ces rapprochements, les relations intîmesi qui exis- 
tent entre les moments ^x. les aires erxpliquéés et démontrées art. aoo et 
suivants ; on y voit au^si comment le moment de la quantité de mou- 
vement acquise par le mobile , au bout du temps /, se compose de la 
cumulàtion des^ moments des quantités de mouvement élémentaires 
^engendrées pendant chaque instant dt, 

840. Un Cas très-remarquable du mouvement d*un point matériel 
iest celui dans lequel ia direction de la résultante générale des forces 
passe constaniment p^ un point fixe. Prenant ce point fixe pour ori^ 
gine des coordonnées .^v ^ ^ et ^^ et donnant d'ailleurs aux plans coor- 
clonnés des pojsitions entièrement arbitraires , on voit que , quelques 
soient ces positions, les valeurs des moments dont les expressions sont 
«ous le signey^ dans les deuxièmes membres des équations de Tart. 887, 
«seront nulles , puisque ces moments , par rapport à chacun des trois 
.axes coordonnés, doivent être égaux à ceux de la résultante générale 
|)ar rapport aux mêmes axes, et que ces derniers moments sont nécrsr 
^sai rement nuls puisque la résultante passe par le point commun d'inter» 
#ectioD des trois axes. 
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Les équations de l'art. 887 deviennent donc , dans le cas dont il s'agit 

ydx — x^ = a, dt ) 

xdz — zdx = fl„ dt ^ 

jrdz — zdjr = a„,dt j 
d'où il suiti"*. c]ue les valeurs a,j a„,a,„ des moments, par rapport aux 
axes des s,^ et .t, de la quantité de mouvement initiale imprimée au 
mobile sont les valeurs constantes de ces moments pendant toute la durée 
du mouvement ; a*^. que les projections orthogonales , sur tes plans coor- 
donnés des aires élémentaires décrites, successivement, par le mobile» 
pendant chaque élément de temps dt autour de l'origine, sont proportion- 
nelles à dl ou égales entr'elles^sur chaque plan, lorsque <^^est constant; 
d'où il suit que les projections orthogonales, sur 1rs mêmes plans coor- 
donnés, de l'aire finie décrite, pendant le temps /, autour de l'origine» 
est proportionnelle à ce temps. 

84t. Multipliant les i". ^■. 3°. équations de l'article précédent, 
respectivement, par — a.j'et x et faisant la somme des trois équations 
produits, les i'". membres de ces équations se détruisent et 90 9^ea 
divisant par dt la somme des seconds membres, 

d'où on conclut que, dans le cas auquel se rapportent ces équations, 
la trajectoire est une courbe plane décrite dans un plan qui passe par 
l'origine des coordonnées a?, y, « où se trouve placé le point fixe sur 
lequel la résultante générale des forces est constamment dirigée. 

Cette propriété s'étend, évidemment, au cas où la direction de la 
résultante générale est , pendant tout le cours du mouvement , parallèle 
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à laquelle )'ai assujetti la posisîon des plans coordonnés i étant celle 
de faire passer ces plans par le centre d'action (ixe de la résultante 
générale, je puis, après avoir démontré que le mobile se meut dans un 
plan qui passe par ce centre , prendre ce plan pour celui des x ^y sur 
lequel les projections des aires seront, alors, les aires elles-mêmes. 

LfOrsque la résultante générale est nulle , et que le mouvemenr du 
mobile n'a lieu qu'en vertu d'une impulsion initiale, les aires décrites 
autour d*un point quelconque de l'espace sont proportionnelles au 
temps , proposition manifeste par elle - même , vu l'uniformité du 
mouvement qui a lieu dans ce cas, et qu'on lie à ce qui précède en 
considérant que la trajectoire, qui est alors une ligne droite, est conte- 
nue dans tous les plans dont elle est l'intersection commune. La conser* 
vation des aires que j'ai fait remarquer art. 769 se rapporte au cas 
dont je parle ; la ligne a pourrait avoir une direction et une longueur 
quelconques. 

843. Les diverses propriétés démontrées dans les trois articles pré- 
cédents sont déduites, comme conséquences, de la supposition de Texis- 
tence d'un centre d'action fixe sur la direction de la résultante géné- 
rale ; mais en prenant comme propriété hypothétique celle qui rend 
proportionnelles au temps les projections sur les plans coordonnés des 
aires décrites autour de l'origine des x ^ y ^ z j on en aurait conclu 
toutes les autres. En effet cette propriété hypothétique donne immé- 
diatement les équations de l'art. 840, par lesquelles on reconnaît que 
le mobile se meut dans un plan qui renferme l'origine des Xj y ^ z j 
combinant ensuite avec' les équations de l'art. 887 (qui doivent conve- 
nir indistinctement à tous les cas de mouvement) celles dont je viens 
de parler , lesquelles font alors la fonction d'équations de condition , 
on déduit de cette combinaison 

yX — xV=^oj xZ — zX^=:o j yZ — zK^oi 

équations qui énoncent l'égalité k zéro des sommes des moments des 
composantes par rapport aux trois axes coordonnés; or celte circons- 
tance suppose l'égalité à zéro des moments respectifs de la résultante 
générale par rapport à chacun de ces mêmes axes» ce qui ne peut avoir 
lieu qu'autant que la ligne de direction de cette résultante est constam- 
ment dirigée sur l'origine commun des Xjy et z. 



iî6 Dynamique éllmentairc. 

844. Je terminerai ce que j'avais à dire bur tes propriétés générales 
du mouvement d'un point matériel parla vériHcation, daiis ce mouve- 
ment, du principe appelé de la moindre action. 

Je suppose, comme à l'art. 8»3 que la fonction Xdx + Vdjr + Zda 
est inlégrabie par elle-même; et faisant /{Xdx-^ Vdy -^Zdi) =^Ç, 
j'ai art. Sa les expressions suivantes du quarré de la vitesse 
djc^ + dy* +dz'- ds 

.. = C+.(>,.-= ^ '-'=^" 

desquelles on conclut 

_^ = c+.ç+ 15 

Prenant les variations des deux membres et observant que , dans la varia- 
tion de Ç, les coefficients différentiels X, i''ct Zj indépendants des 
valeurs absolues des incréments de .r, ^ et s, sont, par conséquent, 
les mêmes pour dx^dy ^dt, et pour àc^ây et as ^ ona, après avoir 
substitué , dans l'hypothèse de dt constant, à X, 1^ et Z leurs valetira 
dd.v ddy ddt 
~dt^ ' ~Si^ '~~dF 



, —yfi— } .,, j toutes réductions faites. 



./ .V d(d.và.T + dyày + diài) 
â (l'as) = — ^ ^e~ ■"' 

intégrant et transposant, dans le premier membre , les signes à et_/^ on a 

.„ ,, . dxàos + dyàr + dzàs 
âf{vds) = constante + • --^^ _; 

la trajectoire et ta courbe variée étant supposées avoir une origine com- 
mune, ou a, à celle première limite de l'intégrale, âx:^o,àjr^^,ài=:o. 
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la motive plus, a été employée datis Torigine, pour désigner un principe 
.tnoins général auquel est lié celui que j'ai appliqué , art. 768, à la déter- 
mination des lois du choc des corps doués d'une élasticité quelconque; 
Maupertuis en avait aussi déduit les lois de la réflexion et de XdLréfrac- 
iion de la lumière; mais Euler, envisageant ensuite ce principe ou cette 
propriété, sous un point de vue beaucoup plus étendu, démontra le 
premier, dans une dissertation imprimée en 1744 a la suite de son traité 
qui a pour titre Melhodus inveniendi lineas curvas maximi mi- 
nimive proprietate gaudentes ^ que, dans les trajectoires décrites en 
•vertu de forces centrales, l'intégraFe du produit de la vitesse par l'élé- 
•nient de la courbe est toujours un maximum ou un minimum ^ ce qui 
est l'énoncé de l'équation {a) de l'article précédent. 

L'illustre auteur de la Mécanique analytique a étendii cette pro- 
priété, qui , d'abord , ne s'appliquait qu'au mouvement d'un corps isolé, 
au mouvement d'un système de corps agissant les uns sur les autres 
d'une manière quelconque, et il a démontré que, dans tout système 
pareil, 1^ somme des produits obtenus en multipliant chaque masse par 
l'intégrale du produit de la vitesse de cette masse et de l'élément de la 
courbe qu'elle décrit, est constamment un maximum ou un minimum. 
Je donnerai, quand j'en serai au mouvement des systèmes étendus, la 
démonstration de cette dernière proposition qui est l'énoncé du principe 
dans toute sa généralité. 

Mouvement des projectiles dans le vide , ou mouvenvent curviligne d'un point 
matériel pesant gui a reçu une impulsion initiale dans une direction formant 
un angle cpelcoo^e avec la verticale. 

846. La théorie que je ^rais exposer est une application f^ite par 
Galilée de ses découvert es, sur le mou-vement et sur les lois de sa compo- 
sition, aux phénomènes résultants de la combinaison d'un mouvement 
uniforme et d'un mouvement uniformément varié; j'ai déjà dit, article 
66 j i que ce grand philosophe avait posé les bases de la dynamique (*). 
Voici l'énoncé du problème. 

(*) On trouve, dans plusieurs ouvrages, le détail des grandes découvertes 
de Galilée qui font époque dans l'histoire de l'esprit humain ; mais je ne sache 
pas que personne ait parlé d'une de zez expériences les plus remarquables, 
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Un point matériel pesant est lancé dans ie vide avec une vîlesie initiale 
V , qu'on appelle vitesse de projection , dans une direction formant 
avec l'horizon un angle Û, qui est nommé angle de projection ^ et il 
s'agit de déterminer tous les phénomènes de son mouvement. 

Le premier objet de détermination doit porter sur la double ou 
simple courbure de la trajectoire. Si on fait passer un plan vertical 
par la ligne de direction initiale du mobile, le premier élément de la 
trajectoire, à partir du' point de départ, sera décrit en vertu de la force 
de projection et de la force de la pesanteur, toutes deux dirigées dans 
le plan dont je viens de parler ; ce premier élément sera donc dans ce 
même plan; le second élément decourbey sera aussi parceque la direc- 
tion du mouvement, à l'extrémité du premier élément, et celle de 
la pesanteur, qui modifie ce mouvement, sont encore dans le plan 
dont il s'agit, et le même raisonnement s'applique à tous les éléments 
. consécutifs de la trajectoire. Le point matériel ne sortira donc pas du 
plan vertical mené par sa ligne de direction initiale ; il n'éprouvera, 

ayant pour objet un phénomène qui a fixé, depuis pluiieur* annéei , l'atlentiDn 
iles savaiilt, et dont les lois fournissent la matière d'un des problën» de 
Dynamique les plus inléressanis et les plus difficiles qui aient encore occupé 
les géomètres. Je veux parler des vibrations des lames élastiques sur les- 
quelles M. Chiadni a publié un ouvrage allemand en 1803, et un ouvrage 
Français, beaucoup plus complet, en 1809. On sait que M. Chiadni, pour rendre 
sensibles les vibrations partielles de ces lames, les couvre de poussière, et que, 
suivant la manière dont il produit le son qu'elles rendent, la couche de pous- 
sière se divise spontanément en plusieurs compartimcnis séparés les uns des 
autres par des courbes ou iixes d'équilibre , dont les formes très- régulières 
peuvent être variées à l'inlitii 
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dans son mouvement, Tâction d'aucune force perpendiculaire k ce plan; 
M trajectoire est une courbe plane. 

847. Cette conclusion se déduit très -facilement des équations géné- 
rales du mouvement de l'art. 820 ; supposant que le plan xy est hori - 
zontal ( ce qui rend l'axe des % et les plans des xz et jz, verticaux ) , 
et que le mobile, partant de l'origine des x ^ j ^ i^ ^ reçoit l'impuU 
sion initiale à laquelle est due la vitesse V y dans une direction formant 
Tangle avec le plan xy ^ et telle que ce mobile soit poussé au-dessus 
du plian horizontal des xy dans la région des x^y^ z positives, on aura, 
en continuant de désigner par g la force accélératrice de la pesanteur, 

x=oj r=oj z=—gj 

et les équations de l'article cité deviennent , en prenant d^ pour difFé- 
rentLelle coi^st^nt^, 

• ■ 

diix Jdy Mz 

'^âr^°^' '^SF~~°^ ~dr~~^' 

dx 
le$ deux premières donnent -^ — = constante ^ ainsi la projection de 

*^ 
la trajectoire, sur l,e plan horizontal, est une ligne droite laquelle doit 

passer par l'origine des coordonnées, puisque cette origine étant plar 
cée au point de départ du mobile ^ on doit ^voir, dans l'intégrale géné- 
rale ir = -//y + B ^ la colletante iB^= o. La trajectoire ,ç%t donc conte- 
nue dan9 le plan vertical passant par l'origine des coordonnées et par 
la ligne de direction initiale. 

8413, D'après ce résultat je puis, pour la commodité du calcul ^ §uppor 
ser que le plan yertical renfermant la trajectoire est celui des xz^ dixx 
moyen de quoi je suis dispensé d'avoir égard à l'équation ddy^=^o\ Ic^ 

ddx ddz 

deuY équations ■ . ^ ^=0, ^ ,^ =c — g^ me donnent par une pre- 
mière intégration 



dx „ ^ T^t 



^t par une seconde intégration 

on voit, par la i'«. équation, que ia vitesse horizontale est constante, 

i '7 



B,Cy Bf y c'y 8ont les constantes 
arbitraires introduites par Tinté- 
gratiqn. 
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ou qu'à un instant quelconque du mouvement elle est la même qu*au 
I". instant ; or sa valeur initiale est Z7co9. 0, d'où B^=U coi.ffs sup- 
posant ensuite que l'on compte iéro temps au moment où le mobile 
est lancé sous l'angle de projection 0, on a les valeurs simultanées 
t=o,x = o, t:=o, d*o{) C:=o, P = o. Enfin la valeur initiale de 

la vitesse verticale —r— étant Z/sin.'^. on a au i*'. instant t^ o et 
-^ = Z7 sin. 0j d'oii B' = U sin. 0. 

Substituant ces valeurs dans les équations précédentes dési goant , par 
V tt W respectivement, les vitesses horizontale et verticale au bout 
du temps t^ on a 

(i) \F=^Vcoi.0j W= Usia.0~ ge;\ 

(a) \x = tUcos.0j s = tV sin. —^gt* .\ 

849. Lee ^nations précédentes suffisent pour déterminer toutes les 
circonstances du mouvement, puisqu'elles donnent les relations entre 
Je temps , les coordonnées qui fmeat la position du point matériel mo- 
bile, ses vitesses horizontale et verticale, et sa vitesse dans le sens de la 
courbe quia pour valeur f=iï^p'»+pr^^(i7» — 2Ugts]n.0+g*l*)~. 
Éliminant e de oette équation par l« moyen de la 2*. équation (a) on a 

C* =: U* 2gZ, 

valeur identique avec celle qu'on tirerait de l'équation générale de l'art. 
823 en y faisant X=:Oj T^o, Z = — gj et qui fait voir que la 
vitesse du mobile , à la hauteur z au-dessus du point de départ , est la 
même que si le mobile se fût élevé verticalement à cette hauteur s^ 
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distance horizontale ^Hsin. ^cos. ffj ou /Tsin. (2^), du point de dé- 
part, et le sommet de la parabole étant à une hauteur verticale 7/sin.^ Û 
. au-dessus de l'horizontale menée par ce point de départ; le paramètre, 
déduit de ces deux valeurs, est égal à 4£rcos.^ 0, 

85i. Puisque Taxe de la parabole est vertical il doit partager en deux 
parties égales les sécantes horizontales de la courbe , d'où il suit que 
cette courbe' rencontre l'horizontale, passant par le point de départ , à 
une distance %II sin. (20) de ce point, et que la plus grande ordon- 
née verticale positive , qui a pour valeur // sin.^^^ est au milieu de 
cette distance. 

La distance 2^ sin. (2Û) et la hauteur H sîn.^ s'appellent respec- 
tivement amplitude du jet et hauteur du jet } le sommet de la pa- 
rabole , ou extrémité supérieure de la hauteur -ff sin.* ^ est le point 
culminant. 

852. Voici une propriété curieuse déduite des formules précédentes. 
Pour une vitesse de projection donnée, c'est-i-dire pour une valeur 
donnée de H, i! y a toujours deux angles de projection qui pro- 
curent là même amplitude de jet a^sin. {2^), et, .frétant la demi- 
circonférence dont le rayon = i, la demi -somme de ces deux angles 
est égale k^Jtj ainsi les extrémités supérieures des arcs qui les mesurent 
(leur origine commune étant sur l'horizontale menée par le point de 
déport) sont placées de part et d'autre et à égale distance du point- milieu 
du quart de cercle. En effet soit 0= -^ ^+ o^ la distance slHsw. (20) de- 
vient aHsin. { 2(^ .^r+o) I et,commeonasin.(7ir-t-2<»)=sin.<7^r— io) 
ou sin.}2(^^-f fi?)| ?^siii.{2(^ ^ — â?)}, la même amplitude s'obtiendra 
sous chacun des angles de projection ^ ^ — œ et \ sr^cn^ pour une 
valeur déterminée de'lTou de la yltesse de projection. 

853. L'amplitude 2flsin.(7.;r+ 20?) diminue à mesure que cj augmente, 
^. étant constante, et sa plus grande valeur a lieu lorsque a; = o, ou 
lorsque V angle de projection 0=-^ ^ i ce maximum d'amplitude se 
déduit aussi, immédiatement, de l'expression 2Hsin. (20) dont le maxi - 
mum a lieu lorsque 2^= j- jT. 

854. Faisant Hsin.(2^) = f et fl'sin.*^^=3î^les coordonnées horizon- 
tale et verticale du point culminant seront ^ et rij lorsque l'amplitude 
du jet 2^ sera donnée avec l'angle de projection on trouvera la vitesse 
initiale nécessaire pour quç le mobile, atteigne l'extrién^ité d^ la distance 



i3a 



2^, par l'équation H=^ 
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;si l'amplitude et la force d'impulsion 



8in.(2^) 
initiale sont données, l'augle de projection se calculera par l'équation 

r 
s\Ti.{20)= -jj- j il faudra, dans ce dernier cas, pour que le problême 



soit possible, qu'on ait - 



-<i. 



Pareillement les équations Jï= —: Tretsin.^= 1/-^ feront 

connaître l'inconnue //"^ é' étant donné, ou l'inconnue ^^H^ étant donnée, 
lorsqu'on voudra lancer le mobile à une hauteur); assignée d'avance ; 
et, si est l'inconnue, le problâme ne sera possible qu'autant qu'on 



H 



<i. 



855. Tout ce qui précède se rapporte au cas d'une impulsion initiale di- 
rigée de manière que le mobile s'élève au -dessus de l'horizontale passant 
par le point de départ; lorsque la direction initiale est inclinée au-dessous 
de cette horizontale il faut, dans toutes les formules précédentes, chan- 
ger les signes de sin. ff et tang. â; ainsi l'équation de la trajectoire devient 



^ — <.rtang.^-|--^ ■ 



^i' 



Scos.'Û I 
l'axe de la parabole est une verticale située en arrière du point de départ 
k une distance //sin. (2^) de ce point, et le sommet de cette parabole 
est k une hauteur Jïsin.* Û au-dessus de l'axe des x. 

856. Je terminerai cette théorie dç la balistique dans le vide par la 
solution de quelques problèmes liés à l'histoire de cette théorie. 

Si' on élimine ^ entre les équations de l'art. 864 qui donnent les 
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jection variable , la position du point de départ demeurant toujours in- 
variable, on obtiendra Téquation de la courbe sur laquelle se trouvent 
tous les points culminants des trajectoires en éliminant des équa- 
tions ^=i%H sin. COS. ^ et 37 = /Tsin.* û et on aura 

élevez, au point de départ, une verticale =? H^ et sur cette verticale, 
comme petit axe, décrivez une ellipse dont le grand axe = 2Hj cette 
ellipse sera le lieu géométrique cherché. 

858. On a vu, art. 856, que toutes les trajectoires décrites, sous 
un même angle de projection ^ en vertu d'impulsions initiales quel- 
conques, ont pour tangente commune une droite passant par le point 
de départ; dans le cas contraire , celui des trajectoires décrites en vertu 
d'une même impulsion initiale sous différents angles de projections , 
la détermination de la courbe tangente à toutes les trajectoires est une 
application de la théorie des solutions particulières des équations 
différentielles. Il faut pour trouver cette courbe, différentier Téquation 
générale de la trajectoire, art.85o, par rapport à l'angle de projection 
et éliminer ensuite Centre Téquation primitive et l'équation difTérentiée. 

Pour faire commodément le calcul, on mettra l'équation de la tra- 
jectoire sous la forme suivante 



x^ 



z^ 



X sin. (2^) = z COS. {i0) + « + f -^ ; 

et différentiant par rapport à ^ on aura 

X COS. {20) = — z sin. {p.0) 

X — ^ 

d'où, sin. 1^0) = -—?=== ; cos. 1^0) = , - 

^ y x^+z^ ' Vx^^ 

valeurs qui substituées dans l'équation primitive donne 

x^=ù^n{n—z) 

La courbe tangente à toutes les trajectoires est une parabole dont 

l'axe vertical passe parle point de départ , qui est le foyer de la parabole, 

le sommet étant placé à une hauteur H au -dessus de ce même point, 

et le paramètre étant égal k ^H. 

Moavement curviligne des projectiles pesants dans un milieu résistant. Formules 
générales indépendantes de toute hypothèse sur la loi de la résistance. 

859. La théorie du mouvement parabolique des projectiles pesant9 
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dans le vûic» publice pour la première fois, par Galilée, en i638| a été, 
l^odant plus d'un siècle , regardée cpmme applicable au mouvement 
dos corps lancés par les bouches à feu , sans égard à la résistance de l'at- 
mosphère dont on croyait pouvoir négliger l'influence, quoique Neirton 
se fut occupé du problème de la trajectoire dans un milieu résistant, 
dont Jean BernouilU donna ensuite une solution e*n coosidérant la 
résistance du milieu comme proportionnelle à une puissance quel- 
conque de la vitesse; c'est d'après l'hypothèse d'une résistance nulle, 
ou plutôt d'une résistance compatible avec une trajectoire fort-peu 
diflV-rente de la parabole, que sont rédigés l'ouvrage anglais de Robert 
Anderson, intitulé Art ofgunntry, et publié en 1674, L'art de jeter 
les homhes de BlonJel, publié en i683 , le mémoire de Maupertuis 
sur la baiistique 3 qu'<H] trouve dans le volume de l'Académie des 
Sciences de Paris de lySi , le Bombardier français de Bèlidor, 
publié en 1784 etc. Blondel et Bélidor ont même essayé de réfuter 
les objections faites contre la supposition du mouvement parabolique 
dans un milieu résistant , et Bélidor prétend ^vq\t fait des eipériewes 
qui détruisent ces objections , mais la doctrine des auteurs que je 
viens de citer fut généralement abandonnée lorsque Benjamin Ro • 
bins eût mis au jour son livre intitulé A new thpory qf Gunnery j 
imprimé en 1742, et contenant une nouvelle théorie de la balistique, 
appuyée sur de (rès-belles expériences qu'il avait commencées en 1740. 
Ce livre a été commenté par Euler, et M^. Lombard en a donné , en 
1783 , une édition française , à laquelle il a joint le commentaire d'Euler 
' et des notes de sa composition. 

Pour faire sentir , par un seul des résultats consignés dans l'ouvrage 
dont je viens de parler, combien il est important, dans la pratique de 
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€St moins rapide , ensorte que pour de petites vitesses initiales et des 
aogles de projections peu considérables , les phénomènes du mouve- 
ment se calculent» avec une exactitude suffisante » par les formules don- 
nées depuis l'article 846. 

860. Je vais d'abord présenter l'analyse du problème de la trajectoire 
dans un milieu résistant , d'une manière générale et indépendante de 
toute hypothèse sur la loi de la résistance du milieu ; je supposerai en- 
suite^ comme je l'ai déjà fait art. 789 et suivants , que cette résistance 
est proportionnelle au quarré de la vitesse ; j'exposerai les raisons qui 
motivent cette hypothèse, et je ferai connaître les limites entre lesquelles 
elle est admissible, lorsque j'en serai à la partie du cours où je dois traiter 
de la résistance des fluides. 

Le mobile est une sphère pesante , homogène , d'un rayon fini ou 
infiniment petit, qui après avoir reçu une impulsion dirigée par son cen- 
tre de gravité ou de figure, se meut dans un fluide stagnant et homogène. 

Le temps étant désigné par tj soit (>é/l la quantité de mouvement 
élémentaire que la résistance du milieu fait'perdre au mobile pendani! 
un instant quelconque ^1^^ ^ fera la fonction d'une force assujettie, art. 
y3ç, k la condition particulière d'avoir toujours un sens d'action direc- 
tement opposé au mouvement actuel du mobile, ensorte que la ligne, 
suivant laquelle p produira son effet pendant l'instant dlj sera la tan- 
gente à la trajectoire menée au point de cette courbe où le mobile se 
trouvera au même instant. 

Soit m la mas^e du corps , faisant -^ s= tj la quantité r sera la 

force retardatrice due à la résistance du milieu , comparable à la quan- 
tité g par laquelle j'ai représenté, jusqu'à présent, \9i force due à la 
pesanteur, laquelle est accélératrice ou retardatrice suivant le sens de 
mouvement du mobile pesant, en observant néanmoins que r varie d'un 
instant à l'autre, et que g est constant. 

' 861. La position du mobile, au bout du temps tj est, comme à l'art. 
847, déterminée par trois coordonnées rectangulaires x ,y exz, prises 
parallèlement à des axes fixes ; le plan des xj sera, comme à l'article 
cité, supposé horizontal, et le point de départ sera censé être l'origine 
des ^9^9 ^* Or, d'après. l'état de la question, la vitesse du mobile, au bout 
du temps ij prise dans le sens de la trajectoire et que je désigne par 
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V j est modifiée i». pour la pesanteur qui, clans l'hypothèse où le mou* 

vemeot du corps l'élève au-dessus du plan xjr , retranche de c la 

quantité —y~- gdt ; a», par la résistance du milieu qui diminue c à^rdt, 

ensorte qu'on a, dans lesens du mouvement, ^c = — (''+-j~*') ^^ t 

équation de laquelle on déduit l'expression de Xiforce tangentielle -S 
(art.8a8 et 829), savoir ; 

la force normale Nj dont l'unique effet est d'infléchir la route du mobile, 
ayant pour valeur 

(=*) ^ = ^ ds 

863. Le plan vertical qui renferme l'élément de courbe ds, actuel- 
lement parcouru, est celui dans lequel s'eiercent les actions des forces 

r et gj ou de la force r et des composantes —yr g et N, employées 

soit à faire varier le mouvement soit k changer sa direction ; l'élément 
de courbe d^ , que le mobile est prêt à parcourir, sera donc aussi dans 
ce plan ; mais ce mobile, en parcourant le a», élément de courbe ds*, 
sera animé de la vitesse / et soumis à l'action des puissances r' et^^ 
dz' 



ou r'. 



ds' 



- g ci N', lesquelles agiront encore dans le plan dont je 



viens de parler, ce même plan renfermera donc le 3*. élément de courbe 
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-' 863. On retrouverait cette même propriété en posant, comme je l'ai 
fait art. 847, les trois équations générales du mouvement, qui donnent 

les valeurs des composantes d l —j- \y ^\ "^ \>^\ "X~ \^ ^^^^' 
mmation de rdt entre les deux premières , qui ne contiennent pas g^ 
fournirait la relation —j- — = constante. Je puis donc^ comme à l'ar- 
ticle cité^ supposer que le mouvement a lieu dans le plan ocz ; supposant, 
de plus que le sens du mouvement actuel est tel que dx et dz sont des 
incréments positifs^ et, faisant dans les \.^^ et 3.® équations de l'art. 820, 

-«- d^ rw f dz \ ,^ , . ^ 

respectivement, X= -j— r et 2=:— I ^+ ^^^ 1 ^ )^* '^ *' 

cjuations générales dq mouvement 

f </a?\ dx 

864. Effectuant la différentiation des i.®'* membres, dans rhypothèse 
de dqp constant, on a 



(.)... 



ddt rdt 



dt^ ds ^ 

Iddukdt — ddtd% ( rd%\ ^ 

- — 5^i — -H^+— J'^' 



On éliminera ^^ entre ces deux équations, en multipliant la i.'^ par 
d^ y et ajoutant l'équation produit ii la &.« ; ce qui donnera 



■^▼•^ 



Ji!ohin$ et les remarques à*Euler et de Lombard sur les explications données 
par )*(|uta|ir finglait, explications et remarques que les élèves seront en état de 
pomprendra et d'apprécier , lorsqu'ils auront étudié la théorie du mouvement 
des porps solides ; mai* ces faits ne nuisent en rien à la rigueur du raisonne^ 
iment consigné dans l'art. 86a, parceque ce raisonncpient suppose, art. 860, 
que le mobile est un corps sphérique , homogène, d'un diamèrc fini ou infini-* 
fcnent petit, qui reçoit une impulsion initiale passant par son centre de gravite 
jét de fignre, et qui se meut dans un fluide stagnant et homogène ; c'est plus de 
p^nditiont qu*îl i^'en faut pour ren4re la trajectoÎKa une courbe plane. . ' 
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Sddi := — gdt^s\ La deuxième équation ci-&-cAt£ n'est autr« 
< cbow que la première ^ dani laquelle on « 
dqdx=. — gdl*^j f fait dx = giùr. 
Pour avoir une équation entre la résistance r et les coordonnées de la 
trajectoire > indépendante du tempç, )e différentie la deuxième équation 
(a) et j'ai 

(3) ddqdx = — %gdtddt. 

ensuiie , au moyen de la valeur dt* = i j j'élimine dt de la 

S 
I .••■« équation { i ) et de l'équation (3) ; j'obtiens ainsi deux équations 
qui ne contiennent plus que ddt, et, éliminant cette difîerentielle se- 
tonde , j'arrive à l'équation unique 

(4) _L=__^..^^. 

ds* 

multipliant la deuxième équation (a) par — - , - , - -% on a 

di* gds* ds 



expression de la vitesse , à un point quelconque de la trajectoire , qui* 
ne contient plus la résistance. 

Anelyte particulière du problème de la trajectoire dam le cas où la résidance 
du milieu eat proport iounelle au quarré de ta vftetie. Équalioni difieren - 
liellei de la courbe , tes aaymptole* , «a forme générale. 
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i^ par une constante \ A doi^t l'expérience seule peut faire connaître 
la valeur ; j'aurai ainsi 

(i) r='^As^} 

cette valeur de r^ introduite dans l'équation (4) de l'article précédent , 

4onne 

^ g ds ^ ddq 

€t en égalant le a.« niembre de cette équation à celui de l'équation (5) 
de l'article cité 

(3) * = ^'- 

d'oii on tire par l'intégration, ^;r étant la difTérentielle constante, 

jr j t { C est la coD6tante arbitraire ; ^ = ^1,71828 

(4) . • • — — =i Ce ,^ est la biise du système des logarithmes 



t f • 



népériens. 

Ondéduit delà a,« équation de l'art, précédent —— = — —i — , d'où 

^> ^* —-d^' 

doD 

est la valeur de la vitesse horizontale ; pour déterminer la cons* 
al 

tante C je suppose que l'impulsion initiale imprimée au mobile^ à 
l'origine de ^^ lui ait communiqué une vitesse U^ dans une direction 
faisant l'angle^ avec l'horizontale, ou avjec l'axe des x\ j'ai donc le3 

djD 
valeurs initiales ^7= cet — 1 — = V cos, 0* 

/<ç\ Jî —g As. 

fioit H la hauteur à laquelle est due la vitesse V, on a l/* = AgH et 

(7) — e^'= a^cos.» ^. -^ . 

Je multiplie le i.«' membre de cette équation par ^^ le £.* par la 
yaleur dxl/'i^q* de ds, et j'ai l'équation séparée 
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(8) — «&e^'= aHco8.= 0. dqV 1 + 9' J 

pour intégrer cette équation je fais K"iH-^= ;JC — 9 

d'oi. ^ Kî+V=- = i X '';« + T -^ +i -^ i 

et, cette valeur étant introduite dant le 2*. membre de (8), on a^ par 
l'intégration , 

(;c'-OU'+') . 



C— - 



A H COS.' e 



. = log. >; + i - 



tituant ces valeurs dans l'équation précédente 



»'■;<; = y +K'>+?" "■ 



= ^Vj+tj' j subs- 



(9). 



• yl'T+f'+los. i?+j/-i+«' (=C— ■ 



AHcàs.'ff 



déterminant, ensuite, la constante par la condition que tj = tang. ff, 
lorsque s = o,et faisant 

, , sin. û , f r'r+fi\ j- 

(■°) i^r^ + H- '""S- (~r-J =/•■■ . 

(^r est la demi -circonférence dont le rayon = i) on a 



(■') :■"= AH.o..'e +/-• 

IV-quation (9) devient 

(12) . . . e'''=i+^JÎcos.»^î/-7j/7+9--log.[9+j/ï+7ï-3l . 
866. Il est facile maintenant d'avoir deux équations desquelles , si leur 
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si ces équations étaient intégrables on en' conclurait, par Pélimination 
xle q, une équation unique entre x et z, qui serait l'équation de la tra- 
jectoire ; mais cette intégration , si elle n^est pas impossible, échappe du 
moins à toutes les méthodes dont les analystes sont actuellement en pos ^ 
session. Je vais, en conséquence, chercher à tirer parti des équations 
dififérentieiles pour déterminer la forme et les propriétés générales de la 
trajectoire, calculer, par approximation, ses coordonnées et la cons- 
truire par points. 

867. Le meilleur moyen de se faire une idée dç la forme générale de 
la trajectoire est celui de la comparer avec la courbe décrite dans un 
milieu non - résistant ; pour cela je fais -^=0 dans l'équation (8) de 
l'art. (865) et j'ai, en désignant par /^ l'arc parabolique qui a la même 
origine que Sj dont la tangente, menée & son extrémité, est parallèle 
k la tangente menée à l'extrémîté de s j et qui est décrit, dans le vide, 
en vertu de la même impulsion et de la même direction initiales. 

(i) — /// = aflcos.* ^ . ^Çl/'i+q*. 

Appliquant k l'intégration de cette équation les procédés àe calcul indi- 
qués à l'article cité, on a 

(2) . . . / = Hcos.*/9{/— 7^^7+^^~log.[^ + ^/7+<^]}^• 
et cette équation comparée à l'équation (li) de l'art. 865 donne la rela* 
tion e-^^ = jds' +1^ entre les arcs ^ et / correspondants à une même 

valeur extrême de ^ ou de -^— j relation de laquelle on déduit 

(3) . . +Js = log. (i ±Js')j 

4es signes supérieurs et i^érieurs étant , respectivement, applicables h 
la partie de la cpurbe effectivement parcourue par le mobile, et l\ sa 
continuation de l'autre côté dp point de départ. 
. 868. OQPSkdéraiit d'abord cette seconde partie , ou continuation dç 

la courbe sur laquelle s et s^ sont négatifs , si on y suppose / = — > 

oû a — J = — il-T- =^ 00 j d'où je conjclus qu'il existç un arc fini de 

la partie négative de la trajectoire parabolique, tel que la tangente 
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menée, à l'extrémité de cet arc, n'a sa correspondante, ou sa parallèle^ 
sur la partie négative de l'autre trajectoire, qu'à l'extrémité d'un arc 
de longueur infinie. 

On conclut de ceUe propriété que la partie de la trajectoire réelle^ 
correspondante aux a: et i négatives . à une asymptote inclinée k l'ho* 
rizon, et formant, avec l'a;» des iVj un apgle plus grapd que 0j le.- 
quel angle se détermine en substituant, dans l'équation (2) de Tarticte 

précédent , -^ à / et calculant la valeur de y qui rt'sulte de cette 
substitution. ^ 

869. Voici une remarque sur la longueur — -j- de l'arc parabolique 

dont ta tangente extrême est parallèle à l'asymptote de la trajectoire 
que je ne duis pas omettre, ^it r^:^ on aura, art. 865 équation (i), 

c' ^ — — • ig^f donc, lorsque r^g, o\i lorsque le produit de la masse 

du mobile par la force retardatrice r est égal au produit de celle masse 

par la force accélératrice g de la pesanteur , — -j- est la hauteur due à 

la vitesse qui a lieu dans ce cas, c'est-à-dire à la vitesse qui rend la 
résistance du milieu égale au poids du mobile. 

870. Considérons maintenant la partie de la Cdourbe elfectivement 
parcourue par le mobile , celle sur laquelle se comptent les s positives. 
Ce mobile étant supposé lancé dans une direction i;iiliale telle qu'il s'é- 
lève, d'abord, au-dessus de l'horizontale passant par son point de départ, 
arrive, au bout d'un certain temps , au point culminant de sa trajectoire, 

:elui où la tangente à cette courbe est horizontale 
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pidement que le premier dans la branche descendante. L'arc s', qui ap- 
partient à la trajectoire parabolique, a une tangente verticale situce à 
une distance infinie de la verticale passant par le point de départ ; la 
direction de Télément ds de Parc s de la trajectoire réelle s'approche donc 
de plus en plus d'être verticale, ou ce qui revient au même, ç s'ap- 
proche d'être infini k mesure que s augmente, et ne le devient rigou- 
reusement que lorsque s est infinie, c'est-à-dire à une distance infinie, 
mesurée dans le sens de la courbe, de l'horizontale passant par le point 
de départ; mais comme, d'après l'équation ci -dessus citée, l'inclinaison 
de iis ou la valeur de ^ croit, sur la branche descendante, dans une pro- 
portion qu'on pourrait dire être incomparablement plus grande que celle 
des accroissements de ^^ il y a lieu de soupçonner que cette branche ne 
s^éloigne pas k l'infini de la verticale passant par le point de départ , 
comme la branche parabolique, et , par conséquent , que l'arc ^ a , du 
côté positif, une asymptote verticale ; voici comment on changera ce 
soupçon en certitude. 

Je désigne par ^ une partie positive et déterminée de s^ dont l'origine 
soit au point de départ, et l'autre extrémité à un des points de s ou 
l'angle formé par la verticale est très- petit et qu'on peut supposer placé, 
sur la branche descendante, au-dessous de l'horizontale passant par le 
point de départ, ou par l'origine commune des,x et 2. Faisante — /C=^* 
00 a^ = pj+c7et ^j = da j désignant, de plus, par a et — c les coor- 
données du point dont il s'agit, respectivement parallèles aux x et aux Zj 
et posant les équations a:=^a+^; — «= — {c + Ç)j on SLiix = d^ j 

enfin les lettres Bj C^E^ Gj G' ^ G"^ K^ K' et L représentant des cons - 
tantes, l'équation (8) de l'art. 865 devient, en observant que la lettre q 
peut y être conservée 

— dae^^^'^''^ = â^cos. * Ûdq l^T+^. 

Or , en. ne considérant cette équation que relativement aux valeurs 
corre^>ondantes de 5 et ^ dans la partie positive de a ^ on peut, eu 
égard aux grandes valeurs de q dans cette partie, négliger l'unité par 
rapport à ç^ ce qui réduit le radical V^ï+g^ k — q (les valeurs de q 
et dq étant négatives sur toute la branche descendante), et l'équation 
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précédente devient doe ' ■^"*" "^=^ Bq dq, (en faisant B = — s-ITcos. '0) 
ayant , pour intégrale, e ^■^~'" ^=C9* + jE. Introduisant, maintenant, 
dans l'équation (7) de l'art. 865, les valeurs ci-dessus données aux varia • 
blés du problème, et, élimkiantd ^- 'entre cette équation et celle 



qu'on vient d'obtenir par l'intégration, on a — -^^ = Cq' + Ej d'où 
Gdq 

équation de la quelle on déduit ^=G^ <arc. | tang. = -^ 1+ K > ou 

^=G"^log. ( -^^ — ^ l+log. A' >, suivant que i» est jpositif ou né- 
gatif; il ne serait pas difficile de reconnaître quel est le signe de Z», 
mais cette détermination est inutile k l'objet unique de l'analyse pré- 
cédente qui est de prouver qu'une valeur infinie de q répond k une 
valeur finie de f ou de x = a + ^ et que, par conséquent, la branche 
descendante de la trajectoire a une asymptote verticale; ce résultat se 
déduit également de l'une et l'autre intégrale. 

871. It est aisé, d'après ce qui précède , de se faire une idée de la 
1. forme générale de la trajectoire dans un milieu résistant. ^ étant le 
point de départ, j4X une horizontale et ^Z une verticale passant par 
ce point, s\ AC/EH représente la parabole qui serait décrite dans un 
milieu non résistant, avec une vitesse initiale U et sous un angle de 
projection = , AOCG pourra représenter la courbe décrite dans le 
1 résistant ; AO est la branche ascendante qui s'abaisse graduel- 
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et coupant Taxe horizontal AX à une distance finie AS de l'origine 
A^ est une seconde asymptote de la trajectoire réelle. 

On voit que la courbe AOCG a quelque ressemblance avec une hyper- 
bole tracée entre les asymptotes QR et QT^ ce qui a donné à Newton 
ridée de chercher à déterminer la densité du milieu qui pouvait rendre 
la trajectoire une hyperbole, problème facile à résoudre par les formules 
des art. 861 et suivants ; celles que j'en ai déduites, depuis l'art. 865 , 
supposent la densité constante et donnent une courbe sensiblement dif- 
férente de l'hyperbole , surtout lorsque l'angle de projection n'est pas 
très-petit. Il est évident, d'après tout ce qui précède, que, si une droite 
divisait Tangle RQT en deux parties égales, les branches de la courbe 
AOCGj qui se trouveraient de part et d'autre de cette droite, ne 
seraient ni égales ni semblables. 

Calcul y par parties , des coordonnées de la trajectoire et conitruction de cette 

courbe par points. 

872. Les équations de l'art. 866, desquelles on déduirait, si elles 
étaient intégrables, la relation entre les coordonnées de la courbe, se 
refiisant à toutes les méthodes rigoureuses connues, il faut, pour cons- 
truire la courbe, avoir recours à quelque méthode d'approximation ; en 
voici une dont les calculs sont faciles. 

Pappelle ^ l'angle formé par l'horizon et par la tangente menée k 
l'extrémité de l'arc ^^ et j'ai 

, , tang. ^ /^T-^+^ A 

L'équation (12) de Part. 865 devient , en y substituant ces valeurs, et 
faisant A If cos.* û=^nj 

Si on veut calculer les valeurs de s sans avoir besoin de se servir de 
tables de logarithmes hyperboliques ou népériens, on fera 

fi= 2 ,3o2585 
et on aura 




.= -§-,og.. + „[/-^_^,„,.,a.g.(4 



2 

^9 
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formule àxps laqi|e|lç le ligoe log, indique un logflriihme pris (Jana les 

tables vulgaires <^^^l ^onf^nt Ipg- ïp = i. 

On c<<1çuiçra a^osi uiie tat)ie des valeurs de s çorrespondantea k une 
si^ltç de valeur^ dptinées ^t ^ qi)'\l es^ convenable de prendre «n pro- 
grçssiDti aritb(i>étiquÇ| Iç i^^nnier terme é\^iM ^ = ^; plus U dtlTérence 
de (:e;te progression sera petite et piMS l'opération «era exacte. 

Représentons par 4'. et ^' ^^'^ termes cons^Ciilifa de cette suite, par 
j et / les ^Ci de courbes corre&pondanta ^ et soient f^ ~ ^ as ^^ et 
/ — s = ^s , on pourra ^ l'angle .*^^ étanÇ petit > considérer ^s 
comme un arc de cercle dont les tangente» extrêmes forment tes angles 
^ et ^' av.ec l'hçkrizon. \jt rayop de cet arc et sa corde «uront , res- 
pectivement, pour valeurs -^^— et— -y— . 28in.{7.-£/^),et ï*anelefor- 

mé par l'horizontale et par cette corde sera =: 7 (^ + ^' ). 

Les longueurs des projections orthogonales de cette corde seront , 
savoir : 

-^sm.(.^#)cos.(^-^J; 

I, j a-^^ -, ^ . . ( *+#' "\ 

sur laxe des -5 . . . ^ sm, {~^^)%\a.. f -^ — ^—r 1/ 

et les coordonnées ar et «j correspondantes à un nombre quelconque 
d'arcs consécutifs ^>p compté à partir de l'origine , auront , pour 
valeurs, les sommes des projections des arcs, savoir : 



sur faxe des x . 
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'-—- est la vitesse horizontale égale au produit de la vitesse Vy dans le 

sens de la courbe, par ïe cosinus de Tangle ip que Pélcment de courbe 

d.T^ 
parcoonifûrme avecî Thorizon, c'est-à-dire que ,^ =^*cos.*^;soit 

h la hauteur due à la vitesse c^^ on a ^ cos.*^ = a^A cos.^^ et cette 
valeur introduite dans l'équation précédente donne 
. . , -ÉTcos.^ û 

e^^cos.^^ . j 

^ est Tangle dont tf est la tangente, on a, par conséquent, cos.* # = ^ ; 

substituant cette valeur et celle de c-^^^ donnée par l'équation (12) 
de l'ait. 865 , on a 

KO) ... n- i+^jycos.^^|/-yKi + ^--log. (y + !/"?+,-)[• 

874. L'équation précédente donne, à l'origine, h = H, ainsi que cela 
doit étre^j&T étant, par l'état de la question, la valeur initiale de h j 

au point culminant « ou ^ = o . A ^= ttt-t; 77 • cette der- 

niëre valeur de h diminue encore au-delà de ce point culminant, jus- 
qu'à ce qu'elle ait atteint un minimum de valeur; elle augmente ensuite, 
mais ses accroissemerits ultérieurs ne peuvent pas excéder une limite 
qu'il est bon d'assigner. Pour cela je rapporte l'équation (3) de l'art, 
précédent, à un point de la branche descendante de la trajectoire très- 
élojgné du point culminant, et j'observe qu'à ce point y est négatif, 
ce qui change — if y^T+q*' en q y^T+q^ et log. (7 + Vï+y) ^" 
log. ( — q + ^T+q^) ; de plus la valeur de la tangente trigonomé- 
trique q étant extrêmement grande, puisqu'au point de la trajectoire dont 
il s'agit l'angle ^ est presque droit, les expressions i +^* et y J^i + ^ne 
diffèrent l'une de l'autre que par une quantité négligeable par rapport 
à chacune d'elles , et log. ( — q + j/'Jip"^) est le logarithme négatif 
d'une fraction positive peu différente de zéro; ce logarithme peut cepen- 
dant être négligé par rapport à q 1/*! + ^"*" , qui est d'un ordre supérieur, 
et, eu égard à ces diverses observations, l'équation ci-dessus citée devient 



148 Dynamique élémentaire. 

iiiiisi le mouvement dans la branche descendante tend continuellemetit 



i devenir uniforme avec la vitesse 



— ~- et le mobile ne tarde pas 



k prendre , sensiblement , cette vitesse constante , lorsqu'il a passé le 
point où f est un minimum. Ce résultat est identique avec celui au- 
quel je suis parvenu , art. 743, pour le cas du mouvement vertical 
dans un milieu résistant, la quantité a de l'art, cité exprimant exacte- 

- et 7 jrf ont été employés, 

t.74oet 865, pour représenter \aforce retardatrice Auek.\ixésis\anct 
sous l'unité de vitesse. 

J'ai fait voir, art. 869, que ~j- était la hauteur due à la vitesse qui 

rend la résistance du milieu égale au poids du mobile, ce qui lie en- 
core celte expression à une propriété remarquable du mouvement. 

875. Pour avoir une équation qui , si elle était intégrée, donnerait 
l'expression générale du temps , j'élimine Ce'^* entre les équations (4) 
et (5) de l'art. 865, et prenant la valeur de dt^ j'ai 

(■) d,'=-Ji^i 

substituant ensuite dans cette valeur celle de dx , donnée par l'équation 
( I ) de l'art. 866 , et extrayant la racine quarrée 

(2) . . dt= ^^ . 

Le signe de dt est positif depuis le premier instant et pendant toute 
la durée du mouvement; et comme ^^ d'une part, dimimie sur la 
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de la courbe, n'étant point întégrables, je crois devoir, rn fn - 
veur des élèves qui se destinent k Tarme de Tartillerie, et vu Timpor- 
rance de la matière, ajouter k la théorie exposée depuis Part. 865^ et 
indépendamment des procédés de calculs approximatifs expliqués art. 
87A, de nouveaux détails propres à faciliter Tapplication des formules à 
la pratique de Tartillerie. Ces détails et une partir de Tanalyse précédente 
sont tirés d'un excellent mémoire de M. Le Gendre, sur la balistique, qui 
a remporté un prix proposé , en 178a, par l'Académie Royale de Prusse. 

Je désigne par À cette quantité —j- qu'on a vu être la hauteur due k 

la vitesse qui rendrait la résistance du milieu égale au poids du mobile, 
et introduisant cette quantité À dans l'équation (3) de l'art. 865 j'ai 

(i) Addq ^='dsdq. 

j'observe qu'on peut prendre pour unité une ligne arbitraire et par 

conséquant ^ ^* ensuite» pour parvenir a intégrer l'équation précédente, 

je supposerai X égal à une quantité variable, mais qui dans ses picrg 

grandes variations diffère peu de l'unité ; je pose pour cela 

k ), doit kttn comtâérê^ ttmrthé égaf^ 

^ X jj |/l + tang,* ^ Jau prodait rfe Vuniié linéaire par la 

^ ' * ' * l+^tang.^4^ jfonctîon trigonométriqn^ ri -à tMh ^ 

f qui est de dimension nulle. 

Je vois d'abord que cette eipression sera = r au sommet oit ^ = o, et qi !<• 
îe puis la rendre = i à un antre point quelconque , en déterminant f con - 
venablement. Il est à propos de faire ensorte que cette condition air Ww 
au point de départ, poarcela on substituera /? à ^ et on posera l'équation 

\/\ +tang-*^ V^ sinT^+côsT^ 

^^ = I ou - 



i+f tang.*6^ cos.^(cos.^^-f ^^*îin.^/?) 



d'où on déduira 



co^?ê 



CXiS^ff COS.*^ COS.^(l C05?.^) 

= —3 = -7 rrr: -rr— , et enfin 

1 — cos.^a (l -|-COS.^)(l COS.^) 

^«x cos.Û 

(3) ^ = 



I +008.^^ ^ 

au moyen de cette détermination de e lecoèflfîcient variable - -^~t*f-"A / 
sera =1 à trois points , savoir : i^. \e point de départ , 2"^. le cnmnu » . 
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3<*. le foiat de la branche descendante ou l'inclina isoa de la tangente sur 
l'borizoQ est la même qu'à l'origine (observez que le signe de ^ ne change 
ni La valeur ni le signe de l'exprewion ci'desaùs). Dans les points inter- 
médiaire! À difiërera de l'unité, et, pour apprécier les anomalies qui 

en résulteront , cherchons la plus petite valeur de — r- ou de - p r=: ~ = . , 

e étant la variable : fa condition d | — ?— 1 := o donnera a* =: ; 

code valeur substituée dans l'équation (3.) donne, toutes réductions faites, 
rn ayant égard à l'équation (3), À = ï/i — tang,*!^; d'où on conclut 

9= i = I T—J 

4 67 

*- 3 ''-' ^' 

ainsLdanslecaspIusdéfavorableJ'hypothèsede^- °' ^= i > 

en faisant «= — — — 3:, comporte uneapproximation suffisante pour le 
plusgrand nomb re des a pplications qu'on auraàfairedesformulesci-après. 

Cette valeur ■■ ■ — de À substituée dans l'équation ( i ) donne 
i + gy' 

ou , en observant que ds = dx |/7+"ç~^ 
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B — 



a .e^cos.* Û 



= tang. û + je taiig.-* & 



'éva- 



ou /? = tang. û + \e tang.3 û + ^jj^^*ff • • (6) j n faut, dans 1 

on déduit de l'équation (5) ' luation numérique de 

* J/r et do B, avojr e- 



dx'=' 



dff 



que l'on peut mettre sous la forme 

(7) •-"-" ""''^ 



gard à l'équation hy- 
pothétique iii=si. 



^eiix = 



tB-lç-ç^ 



le second membre est une fraction rationnelle et, pour avoir au dénomi- 
nateur des facteurs rationnels^ on fera 

.-^ -»\ «n 1 r% ^ La lettre cdé«iirne une cous- 

(c^y)(9»+yc+C»+|) = |5-|9-^3.jt,„,, inconnue. 

effectuant la multiplication indiquée dans le i.^' membre et égalant à 
I Zf la partie du produit qui ne contient pas ^ on aura 

(8) fc3 + 6_i? = 0, 

équation du 3.^ degré qui donne la valeur de Cj laquelle peut ainsi être 
regardée comme connue dans Téquation 

(9) j^edx= (^_^)(^a+^^+^a+|) J 

qui est l'équation (7) dans laqueHe on a substitué^ au dénominateur du 
i.« membre, sa valeur hypothétique (c — y) (y* 4-^c + c* + |) et qui a 
pour intégrale , complétée par la condition que x =10 correspond à 



^'V^c— tang.^7 * ^'J(tang^+^)*+m^ 



(l6)..{l+C^€)x=: 



m 



arc 



HK^)] 



[' 



+-^-i-s.=(i^ti^)]. 



</5 



L'équation (9) multipliée par (c — q) ou par c ^-devient 
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(il) \a {cdx — dt) = 

et a pour intégrale 



y'+ey+c'+l 



877. Pour faciliter le calcul de ces formules on cherchera deux angles 
tels que 



tang. S = 



tang. ff+jc 



r tang.Ç = 



y+f c 



en observant que sur la branche descendante, oii y est négatif, taog. Q 
peut l'être aussi. Alors l'angle Ç sera négatif et non obtus ;-car la 
diminution de l'angle Q se faisant successivement jusqu'au point où 
ç = — 7 c, lorsque y devient plus grand, Q augmente aussi par degrés. 
Ces angles trouvés on aura 

« ==''»'--^(«-« 

en prenant ui^nouvel angle ;( tel que m tang. ;(!=}c, on peut rem- 
placer (1) par 



(3) , 



■(■+-)— '°s-j-i{ 



+î-^(»-« 



mais (i) est préférable lorsque c difTère peu de tang. Û. 

. Nous sommes convenus , en introduisant dans le calcul la fonc- 
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cfuantîté constante. On peut donc lui donner ou. la valeur . ou 

I+COS. ^ 

telle autre valeur propre à satisfaire à. des conditions- particuliëres.- 

La remarque que je viens de faire conduit à une équation particu * 
ïière de la branche descendante , qui pourra être très-utile ; on a déjà 
dû remarquer que les équations (lo) et (12) de l'art. 876, ne pouvaient 
donner la valeur de l'amplitude totale que par une espèce de tâtonne- 
ment^ mais lorsque par ces équations, ou^par celles de l'art, précédent, 
on aura la position du sommet, en prenant ce sommet pour origine, 
on calculera séparément la branche descendante et on trouvera aisément 
la position du point où elle rencontre l'horizontale passant par le point 
de départ. 

Désignant par ff la hauteur due à la vitesse du mobile au point cul- 
minant dont la, valeur a été donnée, art. 874, on a, en restituant la 
valeur de^*^ 

i \ rrt H cos.^ 

(i) . . W = 



. -ffcos 

1+ r 






Transportons, maintenant, l'origine de â? et 2 au point culminant, 
dont on détermine les coordonnées particulières en faisant ^ = o dans l^s 
équations de l'art, précédent ; comptons les a? sur la ligne horizontale 
jnenée par .ce point, et les z de haut en bas ; la vitesse, à cette nouvelle 
origine, sera due à H^ et sa direction sera horizontale, ce qui rend 
Tangle de projection égal à zéro; la valeur de Bj art. 876,'devien • 

dra B =s — -— et l'équation (8) de cet article se changera en 

Onfèratouîours /7i= V^A/;»4-A et/= — j cette dernière 

fiypothèse donne ^. = i au point de départ, où çr = o , et on est maître 
de déterminer e de manière à avoir encore ^= i à un autre point où la 
tangente k la courbe aurait une inclinaison donnée; je suppose que cette 
inclinaison est telle qu'on ait ^ = 1 , ou que la tangente à la courbe 
un demt-anglc droit avec Thorizon , cette supposition donnera 
I 20 
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■ SB 1 (cbservtfz que le stghe d£ q n'a ki aucune tfiflueace 
paree^uè b valeur de ^ ne coAtiéni que f ') d'oii 

(a) «ri=--i+»^=o,4i4aï3(î. 

Cette vàletir de e étant substitui-c dans l'équation (2) et leS vâléurft de 
c et »>_, qui résultent de cette substitution, étant Introduites dâriS les 
équations (ib)et (la) de fart. 676, ou (i) et (a) de l'art, précédent, les 
origines des coordonnées a; C* a de ces équations se trouveront (ràùSpôr- 
tëes au sotnmet et donneront très-aisément la position de tou6 les points 
de la branche descendante. 

Je désigne les éqoations{i)et{2)de l'article précédent, lorsque l'ori - 
gine des xcti est placée au point de départ du mobile, respecfiv^nient, 
par M=o, N=o, et ces mêmes équations, lorsque l'drigîùe, par 
les substitutions dont je viens de parler, est transportée au point culmï - 
nant, par Ar = o et JV' = o; pour faire usage de ces deroièreâ équations 
un déterminera d'abord , la position de la nouvelle origine ëû calculabl , 
parles équations Af:z=o et iV=^ ô, les coordonnées horizontale et ver- 
ticale du point culminant que j'appelle .x' et s' et qui sont , comme je 
l'ai déjà dit, les valeurs de ^ et s correspondantes à la valeur f s±o; 
3/ et z' étaat ainsi obtenues, si on veut connaître l'amplitude totale, 
en fera < ^ x' dafis iV =3 d » la valeur correspondante de x j que je 
désigne par a^' sera la distance horizontale du sommet au point où le 
mobile rencontre, pour la sec<xide fois, l'horizontale passant par le 
point de départ, et on aura l'antplitude totale = a/ -|- j/'. ^Voyez 
pour plus de détail le mémoire de M. Le Gendre, ci- dessus cité, et les 
.ndditions qu'il y a faites dans ses CTcrciccs de calcul intégral i 




v--*« 



'--•V 



Rnbftitiian: crTt-' cas»».- ifcr*^ ^Vt^mr.- 

nzi a, pour éètermme' l^ 
r := tang. ^^. ce qui 

consutnu =r— ; — a- 
(a) . . . x-*'=^:-i-^-«/-£Do^'-Tî,y/"- 

par le fionit et éejan , r; okk^ mr .ctikuik mwkm* jêH ô, ntuA.*tT. 
desocDdantr au^dessons as: c^ttt tâoruairaH; . atm -" ^^-^n un. «\«itv 
quMMé, Ç — y k sersw, & uiœ fn^fp lùuir.. lîaiï- ''r.t*«nmc ^c c ••c*r* 
ci'iw|gnfi,ct4m poum., «k panâe «mut. :a«s)tf!t\' Vij: fMi^9««vx^ À' 

(3) *^:t=l+Aj#^C«.*l>^Ç>— f>. 

ODa,parréqaadoQ(7)derart.d63^~ e '=a^cos.*/9-^ Vi «'liminHiii 

« ' entre cette équation et la précédente, et faisant f/cm.^ff - fr\ 
on a Téquation séparée 

de laquelle on déduit par Vttti^Mtum^ içv^ «irv« ^iUr,r)^\À m v « 
membres par Aj % 

(5) y/r=V>5,!î-^i.#^''^-- 1. 

la constante arbitraire f^t uu^it )rtn«>njv'"vt ♦ «*= -^•^ '•' *»^ 
tanées ar = o et f = () 
On déduit de oç^-te ^juîf.*vt 

(6) f = ^ TjW — ' 



'««lai 
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D TKA MI QU£ ÉLÉ M 
' A 



ïAH"i = {i +2^S" Ç)i- 



+ C. 



on a, en même temps, x:=oet a^o, d'où C = —t- et 

W -="~~ '^Â^' • 

880. Telle est la forme que peut prendre l'équation de la trajectoire 
torsque l'angle de project ion est petit ; on remarquera qu'une partie de la 
valeur de =se compose de l'ordonnée = ^x= 2: tang.^,ii la droite que 
te mobile parcourrait dans le vide^ en vertu de l'impulsion initiale, s'il 
n'était pas animé de la pesanteur \ le surplus de la valeur de s étant la 



quantité soustractive- 



-(«■ 



.) 



qui mesure l'abaissement 



de chacun des points de la trajectoire au-dessous du point correspondant 
4 la même valeur dé x de la droite dont je viens de parler. 

Le calcul des valeurs ût z , d'après des valeurs données de x, et le 
tracé de la courbe sont d'ailleurs faciles ; on fera passer, par l'origine 
ou point de départ , une droite faisant avec l'horizontale un- angle dont 



» tangente 



_ iJr&AH"Q 



, et, imaginant cette droite coupée par 



unf verticale dont la distance au point de départ soit .r , on déterminera 
un point de la courbe en portant sur cette verticale, au-dessous de son 
point d'intersection avec la droite inclinée dont je viens de parler, un 
nombre d'unités de longueur égal au nombre àanXsix est le logarithme 
népérien diminué de l'unité et divisé par a^^H'^on pourra se servir 
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ftendue et détaillée à laquelle les bornes de ce coui-s ne me permettent 
pa$ de me livrer; je me restreindrai à donner ici , en faveur dvs éliHes 
qui voudraient s'exercer à l'application numérique des formules dé- 
montrées depuis l'art. 865 , quelques bases de calcul absolu. 

Voici, relativement à la résistance de l'air, une évaluation du coeffi- 
cient ^ ^ du quarré de la vitesse , dans l'expression de /• ( art. 865 ) 
déduite de ces deux propositions de Newton, savoir; « i.<», la résis- 
te tance ^qu'éprouve une surface plane , mue dans le sens d'une droite 
« qui lui est perpendiculaire , est égale au poids d'une colonne d'air 
tt ayant cette surface pour base , et , pour hauteur , la hauteur due à là 
« vitesse, a.® La- résistance qu'éprouve une sphère est la moitié de celle 
« qu'éprouverait son grand cercle. » 

Soient fc la densité du fluide traversé par le mobile, D le diamètre de 
ce mobile, dont la form^ est supposée sphérique, K sa densité, u sa vitesse 



^* 



et par conséquent la hauteur due à cette vitesse, ;r la demi-cir- 

conférence dont le rayon = i , le poids de la colonne du fluide^ 
ayant pour base une surface plane égale à celle d'un grand cercle de la 

sphère et pour hauteur ^ sera z=gk.j ^D^. = :^ A- . ^D^ . 



la moitié de cette quantité divisée par la masse du mobile, ou par j yrKD^, 
donne \ajbrce retardatrice duc à la résistance, laquelle force a, ainsi, 

pour expression -j^-. -^ . -77-; telle est la valeur absolue de r dans 
Téquation (i) de l'art. 865, ce qui donne 7 ^ = -^-fiiT' ^ ^" 



2DK 



^=4* .;.= *^* 



à^DK ^ 2k 



"^j ou ^, est la quantité qu'on a supposée, art. 876, égale au produit de 

l'unité linéaire par la fonction , de dimension nulle , 1- — , dans 

laquelle e se détermine de manière que cette fonction elle-même soit, 
dans ses plus grandes variations, peu différente de i. L'expression 

^ V ^ ou, plus généralement, y doit donc être prise pour 
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unité dans les talcult num^riqun établit d'apris les formule* des articles 
876, 877et878,c'est-à-difcquc, d'unb part ,1es expressiom numé- 
riques de toutes les quantité linéaires constantes qui eotrenl , comme 
données , dam ces formules , énocent setilement les rapports de ces 

lignes avec 1? quantité linéaire — r— U, et que, d'une autre part, les 

DOB^res déduits de ces mêmes formules, et représentant les inconnues 
Tj t, etc. ne'sont, pareillement, que les rapports Aex,x etc. avec la même 

quantité — 7— Ifj et si on veut avoir x, s etc. en unités ordinaires, il 

faut moltiplier les derniers rapports dont je viens de parler par la valeur 

mK. 1 1- n 1 . "^ 

de — T — Jjj en mesurant la Irène i/ avec les mêmes unîtes; — r-est tou- 
jours un nombre abstrait. 

Le rapport de la densité du fer de fonte à la densité moyenne de Tair 

étant celui de 6047 ■ ^» °" "' P*'"'' '*^^ boulets de canon,— v-= 6047 



d'où -î = 



4x6o47-.P 



0,0001 ^4oa 



882. Il est essentiel d'observer que cette évaluation de ^^dônirexac* 
tliude est assez satisfaisante dans le cas des petites vitesses, Vécaite de 
la vérité lorsqu'il s'agit dej ritesses dont sont animés les projectiles lancés 
par les bouches à feu ; les vitesses initiales de c« projectiles sont, d'après 
1rs expériences de Robïns , du Chevalier Efarcy, du Comte de Bumford, 
de Hutton etc. de 400 à 5oa mètres (*) en preomt pour unité de temps 



(') Dans le cai de la propoiiiion V du chapitre 1 de Pourrage de Robini, 
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ràncienm seconde sexagésimâde; les élèves qui voudront ùÀfe quelques 
applications des formules» cbiiime simples exercices de calcul ^ pourront 

donner au coefficient de --r- tfj dans l'expression de Àj des valeurs arbi- 
traires , comprises entre celle qui a été itouvée ci -dessus et sa moitié, 
mais; lorsqu'il s'agira d'applications effectives à la pratique de l'artillerie^ 

il faudra^ en posant 1 équation générale /= — r — ^ donner ag coeffi- 
cient m la valeur convenable à chaque cas particulier. Malheureusement 
les données expérimentales ^ que nous avons sur cette matière, laissent 
encore beaucoup d'incertitudes , qu'on pourra diminuer , mais qui , selon 
toute apparence, ne seront jamais complètement levées. Il faut considérer 
que, dam les nnibuvements très -rapides, la pression de l'air, sur la partie 
postérieure du^obile, est considérablement diminuée et devient même 
nulle lortquele mobile a une vitesse de plus de 416™, c'est «^ à -^ dire une 
vitesse supérieure à celle dont les molécules d'air sont animées lorsqu'elles 
affluent dans un espace vide, ainsi qu'on le verra dans la suite du cours ; 
cette circonstance doit faire varier sensiblement l'effet de la pression de 
TatRiMphère sur la partie antérieure du mobile. On peut observer, encore, 
t|ue certains projectiles, tels-que les bombes, s'élèvent à des hauteurs 
aoseas èonsid^bles pour que la densité de l'air ne puisse pas être regardée 
comme constante dans l'étendue entière de leur trajectoire etc. etc. Je 
ne m'étendrai pas d'avantage, ici. Sur cette matière qui sera cliscutée 
aiUeurs, favec les détails convenables. 

883^ Le» trajectoires décrites dans le vide étant des paraboles appol- 
lonîenes sont , cofmme on le sait , des courbes semblables, et je ferai 
remarquer quelques propriétés analo^es , dont jouissent les trajectoires 
décrites idans des milieux résistants qui sont, d'arlleurs, comme on a pu le 
voir pM* ce qui précède, très-différentes des paraboles. Lorsque des mo^ 
biles Sphériques, de même matière, se meuvent dans un même milieu, les 
équations Représentées , art. 878, par Jkf = o, iV= ô. A/' = o, iV^ = o, ne 
confiemient d'autres constantes d'après lesquelles les trajectoires puissent 
dîffiver les unes des autres, que ÀjH el 0j etisorte que pour un même 
angle de projection û^ et pour un même rapport entre la hauteur À due à 
la vitesse qui rend la résistance égale* au poids du mobile, et la hauteur 
jET due ci la vitesse de projection , les courbes sont semblables ; mais 



i6o Dynamique élémentaire. 

d'après ce qui. est dit, art. 88i , lorsqu'on a calculé les nombrn repré- 
sentant sp^s^ x' , c% par les équations ci-dessus, il faut multiplier ces 
nombres par la valeur effective de la quantité X qui , dans le calcul , a été 
supposée = I , afm d'obtenir les valeurs linéaires rapportées aux unités 

usuelles ; et comme X = — ^ — est proportionnelle au diamètre du 

mobile , les dimensions absoves des trajectoires semblables , dont je 
viens de parler, et , par conséquent, les hauteurs des jets et leurs am- 
plitudes sont proportionnelles au même diamètre. 

Nomt des priocipaui AstroDomet qui te lont occupés du Syslême du Moadc. 
Lois de Kepler. 

684. Hipparque, le plus grahd Astronome et l'un des plus beaux gé 
nies de l'antiquité , parait avoir , le premier , employé p^ur soumettre 
au calcul les mouvements célestes, des' lois hypothétiques qui ne ser- 
vaient , avant lui-, qu'à fournir quelques explications, plus ou moins 
vagues, de ces mouvements. Il était né k Nicée en Bithynîe ; il vécut 
dans le second siècle avant notre ère. 

884. Ptolemée, né à Ptolemaide en Egypte, et qui fleurissait ii Alexan- 
drie pendant la I." moitié du a." siècle de ■notre ère, a laissé un grand et 
important ouvrage sur l'Astronomie, intitulé Composition mathéma- 
tique, et qu'on appelle aum .^Imagesle ^ d'après les Arabeâ ('). 

La terre, dans le système de ces Astronomes et suivant l'opinitM) près - 
que unanime de l'antiquité est immobile.au centre du monde ; les autres 
planètes et le soleil tournent autour d'elle, et on a imaginé, pour expli- 
quer les phénomènes apparents et les rendre com|)atiblos avec te meuve - 
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de celui de la nature, nVn a pas moins été généralement enseigné et, 
on pourrait dire, maintenu religieusement dans roplnion, pendant 14 
siècles depuis Ptolemée. Copernic, né k Thorn en 1473, établit , le pre- 
inîer, sur de solides preuves, dans son livre De Revolutionibus orbiuni 
celestium , mis au jour en 1643, la véritable composition du système 
du monde ; mais il conserva les mouvements circulaires. 

Kepler, né à Viel, en iSyi , fit de l'astronomie, par la découverte de 
ses fameuses lois , une science absolument géométrique ; il déduisit ces 
lois de Tobservation et les publia, en 1609, dans Touvrage intitulé 
Asironomia nova etc. 

Galilée, né à Pise, en 1664, appliquant le télescope aux observations 
célestes, au moment où cet admirable instrument venait d*étre inventé» 
dcheta, aux dépens de son repos, la gloire d*enrichir TAstronomie nou - 
velle des plus brillantes découvertes. 

Il était réservé à Newton de remonter jusqu'au principe physique 
d'où découlent les lois de Kepler ; la première édition de Timmortel 
ouvrage des principes parut a Londres, en 16S7, cent douze ans avant 
la publication de la Mécanique céleste. 

885. Les lois de Kepler, qui ne supposent que l'action d'une force 
centrale unique , furent les premières conséquences déduites du prin- 
cipe de la gravitation universelle y et elles ne laisseraient rien à dé- 
sirer, pour l'explication des phénomènes , dans une hypothèse de cor* 
respctfidances isolées entre un centre de forces immobile et des points 
matériels circulant autour de lui sans actions réciproques les uns sur 
les autres. C'est dans cet état de simplicité que je vais d'abord consi- 
dérer les choses; je démontrerai, dans la suite du cours, les principes 
d'après lesquels on peut avoir égard aux actions réciproques. 

Voici les lois de Kepler : 

« I.' Les aires, que décrivent, autour du centre du Soleil, les rayons 
« vecteurs des centres de gravité des planètes , sont proportionnelles 
« aux temps pendant lesquels elles sont décrites. 

« a.^ Les orbites des planètes sont des ellipses, et le centre du soleil 
« occupe un des foyers de chacune de ces ellipses. 

W 3.^ Les quarrés des temps des révolutions totales des planètes sont, 
« eotr'eux , comme les cubes des grands axes de leurs orbites. 
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Equ»tiat) petaire de* cootIms An A>tniniie ordre , pour lervlr de préparation 
k la tbéone du novrcmciit dei planèln. 

Fig. 4 ei 5. 886. Soient j4BnDEU grand et le petit axe d'une ellipse ou d'une 
hyperbole dont les foyers sont en S et 5'^* menant les deux rayons 
vecteurs SM et S'Mj et abaissant la perpendiculaire PM sur ^B, 
prolongî-e s'il eit nécessaires je fais 

se 1i 

CA a 

SM^rj angle MS^ = ^. 
La propriété fondaineiîiqle de l'une et l'autre courbe donne 
JS. = S'M±S](i^±SM+ ^WM'~+ts''^ et OJP a ^fl=2«, 
PM=irsin,4>j PS' =^ tift + rcos,^^' substituant ces valeurs, réduisant 
et tirant la valeur de r^ 

-J-/^a_^^a) ( Leg Hgqei lupéricur et inférieur»* rap - 

= — " / l ' T ' <porleDt , retipcctivemeut , à l'éUipte et à 

"^ ^' P'hjperbole. 

On peut, danscelleéqu^tion, remplacer A par sa valeur Jï^j ce ^i donne 

±/ a'i [Même obi ervation qnc ci-dcMns relalive- 
.«, — -— ^ ^- /mentaudoubtctigne. 0« a âMU IVllipte 

l + eCOS.# j,<,,.,d.»l'b„.rb«l,«>»- 
Si, dans cette deraîèfe^uation, on fait ^1^7 x, d'oùco^. •jI^to, le 
rayon vecteur r deviendra wne perpendiculaire au grand a>f aboutissant 
d'une part à ta courbe et de l'autre au foyer , c'est - à - dire deviendra le 
demi • paramètre ayant paur valeur +a(i --^e'); si.de plus, on désigne 
le paramètre entier par 3^_, l'équation polaire, applicable tut à l'ellipse 
epi'k. l'hyperbple, sera 



(0 
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« 

(4) - '•= ■ ^ ^ ' 

On introduira dans les équations précédeMfs le petit axe Ski tu m(»yeii 
de la valeur connue p = ■- de laquelle 00 déduit 

(5) . . . A*=^ï/?=«+Wi— €^).\ Même ob«erva(ten que ci-de«8U8 

— iridttîyrmeiiC au doujble figae. 

Les distances de Torlgine «9 à chacun des sommets A et B ont, pour 
valeurs, SA=x +ia — ^) et SBz=^ (a + k) , ou, en introduisant la 
valeur ae de fcj 

^ ^ JSB =a{l + €)J 
ccs valeurs <sont, pour l'ellipse, celles du plus petit et du plus grand 
rayon vecteur; leur demi -somme a est, par rapport au foyer Sj ce qu'on 
appelle la dislance moyenne* 

Les lois de Kepler étant «upposéet confiyes par robtertatLon def mouvements cé- 
lestes, déduire, de oeslois,l*«xpression de la force ({ui agît sur cliaque planète. 

887. La I." et la %.^ loi de Kepler suffisent pour la solution du pro- 
blème qu'il s'agit de résoudre en ce moment. Puisque, par la 1.'® loi, 
les aires, décrites autour du centre, du soleil par le rayop vecteur du 
centre d'iine planète, sopt proportionnelles au tecnps , la direction de 
la résultante de toutes les force? ou de la force unique qui sollicite 
cet astre (on peut considérer la planète comme un point matériel oc- 
cupant la place de son centre de gravité) doit, art. 843, passer par 
le point autour duquel les aires ont la propriété sus -énoncée. On a 
donc , en nommant r le rayoïi vecteor mené du centre du soleil au 
centre de la planète , deo l'angle décrit par ce rayon pendant rinstâcit 
dl j et tsbservant que la surface du triangle élémentaire, engendré pen- 

* ■ 

dant cet iostant dt^ a pour vâlewr ^ r. rdc» , l'équation 

{l) . . • r^dc9^=^ Çdr. \ Cest uoe constante ail)itr^ire. 

On a de plus, en désignant par F hjbrve accélératrice de la planète, due 
à la puissance inconnue qui agit sur elle, et qui, dirigéesuivant le rayon O 
tend à diminuer ce rayon, l'équation générale de l'art. 822, où les termes. 
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SOUS le sipie/ peuvent, art. 476 , être remplacés, dans le cas actuel, par le 
moment unique (art. 467) — Fdrj ce qui donne, en appelant v la Vitesse 
dans le sens de la courbe parcourue^ 

(a) . . . (^ = i?" — 2 / Fdrji^' "t "le conitante arbitraire. 

OU, comme l'élément de courbe, parcouru pendant l'instant dt, a pour 

valeur |/'d>*+r'rf<i>» et qu ainsi {/» = - 



dt^ 



(3) 



dr^ + r^da* 



= U' — a. /Fdr, 



Éliminanti//rntreleséquations(i)et(3)etprcnant!avaleurde i Fàr, 
on a 

d'où on tire par la difTérentiation 

(5)...^.,= C.[4-,.(,^)]. 

Telle est la valeur de la puissance F résultant de la combinaison de 
la première loi de Kepler avec la valeur de la vitesse, art.822, indis- 
tinctement applicable à un mouvement quelconque. Cette équation (5) 
serait celle de la courbe si Fêtait donnée en fonction de r, mais c'est F 
qu'on veut avoir et la courbe est connue par la seconde loi de Kepler, 
son équation polaire étant, art. 886 équation (2), 

^(1— £^) \ L'ellipse ADBEA e«t «uppo- 




Section D EUX 1 R M E. ibS 

• (8) .."••. rfr(i + £cos.^) — red(psin.^ = o. 

Remplaçant , dans cette dernière équation, i + £ cos. (pj qui équivaut 

a(i €^) 

à i+€cos.(g} — J2)y par sa valeur — ^ tirée de (6), on en dé- 
duira j après la substitution, 

^^"•^=-7î^^- ? ^' 

réquation (7) donnera 

I 2a(i — €^) a^(i — £^y 

ajoutant ces deux équations, observant que sin.* ^ + cos.* ^ = t^ dif- 

dr 



a on a 



férentiant l'équation somme et prenant la valeur de — . ^n 

enfin comparant cette dernière équation avec Téquation (5), et ayant 
égard à la valeur ^ = û9 — éf2 qui donne d<p = dù>j on a ultérieurement 



(10) F= 



C 



2 



I 



ainsi la force F qui , émanant du centre du soleil , agit sur la planète , 
est réciproquement proportionnelle au quarré de la distance r entre 
les centres des deux astres. 

Solution du problème inverse de celui qu*on vient de résoudre , dans lequel on 
se propose de déterminer Torbite , lorsque la loi de Tactiou de la force cen- 
trale est donnée. 

888. Le résultat, énoncé par Péquation (10) de l'article précédent, 
est un des plus remarquables auxquels on soit jamais parvenu dans les 
sciences physico-mathématiques ; je dois ajouter qu'il n'y en a pas de 
mieux constaté; quelques phénomènes, qui avaient d'abord paru s'écarter 
de la loi découverte par Newton, sont rentrés sous cette loi à mesure 
que la perfection de l'analyse a permis de les soumettre au calcul ; mais 
les données fournies par Kepler ne se rapportent qu'à des orbites ellipti- 
ques, et on a quelques raisons de penser que certains corps, soumis à 
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la même force qui régit notre lyst^r , pourraient s'écarter ■■défioâment 

du soleil, c^t-à-dire se mouroir daai d» orbites aoa fermées-, il est 

donc également important et curieux de connaître toutes les courbes 
d'orbiles compatibles avec la. loi de l'attraction en raison inverse du 
quarré des distances ; et on arrivera k cette coonaiisaoce ea preaant ceUe 
loi, pour donnée, et chercbaDt4 enconcturela courbe décrite ; l'équa- 
tion finale donnera, tiécessMrement, vu la généralité de Panalyse, toutes 
les solutions possibles du problême. 

Je vais exposer un moyeji simple et direct d'arriver à cette équa- 
tion , mais il est nécessaire , avant d'«itrer en matière , de-rapporter 
h dî-s idées bien nettes et précises le point de vue sous lequel j'envisage 
l'état de la question, qui a déjà été établi, en peu de mots, à l'art. 885. Je 
suppose leioleil absolument immobile dans l'espace, exerçant une action 
sur les planètes, qui sont assimilées à des points matériels , et n'en éprou - 
Vântaucunedeleur part;jefaisaus8i abstraction desactions qui s'exercent 
de planète à planète. Les mêmes simplincations 5ei~aient employées s'il 
s'agissait du mouvement d'un sateHite autour de sa planète. Cet état 
hypothétique -des choies dôme àé)k une grande aproximation dans les 
déterminations des mouvements, vu l'extrême petitesse des masses des 
planètes par rapport à celle du soleil , sur- tout lorsque l'on ne considère 
pas ces mouvements pendant une longue durée; et on en « la preuve dans 
les résultats obtenus par Kepler gui a déduit ses luis de l'observation 
malgré les causes anomales qui dérangent le mouvement el!iptii)ne,mais 
dont l'influence n'a d'effets bien sensibles qu'après un certain laps de 
temps. On peut ainsi se dispenaerj quand il ne s'agit que d'établir le* 
-premières notions, d'avoir égard à l'état réel du système dans le^el le 
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Enfin, dans l'état de simplici é auquel je ramené ce système, la force 
daignée par F^ art. 8F7, et que je fais en aner du centre Jixe du soleil, 
est xmejbrce accélératrice ^ qui est proportionnelle à \^ force motrice^ 
(art. 7^3 et 808) et la représente dans les équations qui ne se rapportent 
qu'au mouvement d'une seule masse» 

889. Passant maintenant à la question particulière que J'ai en vue, 

h 
je désigne par h la valeur de F à l'unité de distance ; }'ai ainsi F^^ --jet 

Fdr=^ — ^ d'où / \Fdr\ = j introduisant cette valeur 

daos l'équation (4) de l'art. 887 et dégageant éiai^j^ on trouve 

Cdr 
(1) da?= ' 



r^ 






Je pose l'4q«i4tioii hypothétique 

C h 

C 



\*J t • • • • • ^ -T-r- 



— dÀ 

la valeur de ^ y .^ tirée de cette équation est exactement îdenti- 

qy.<ç avec U valeur de dc^ fournie par(i}, et coouYie . -— j^ est la 

différentielle de Parc dont le cosinus = ^'^ on a ^û? = // { arc (cos. = -^ ) [ , 
d*oii on déduit, par ISntégration , cj = arc. (cos. = i?) + /2^ et 
^ ZB COS. (fi> — *Q)^ en désignant, par i/2^ la constante arbitraire ; 
l-équafion (a) se change donc en 

et OB en déduit 
(3) . . . . r= — 



Aa + 



l -nr;- + ' I cosini- C» — -^ 



Pbsant les équations hypothétiques 

u) ~T^'^^^''n^ ♦,u=^^^ 

réquation (3) deviendra 
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(6), 



I + * COS. (eo — J2) 
QD voit, par ce résultat, et par la théorie démontrée art. 886, que la loi 
de la raison inverse du quarré des distances peut avoir lieu non-seulement 
dans une orbite elliptique, mais dans une orbite qui serait une section 
conique quelconque -, j'examinerai bientôt les circonstances particulières 
qui déterminent le mouvement dans l'une de ces courbes plutôt que 
dans l'autre. 

if2 est, comme k l'article 887, l'angle constant formé par le grand 
axe de la section conique et par une ligne fixe menée dans le plan de 
cette courbe ; » est l'angle formé par cette même ligne fixe et par le 
rayon vecteur tj et a-~~J2 l'angle formé par le rayon vecteur et par l'axe. 



Détermination dei rapport! entre le* «ctioni retpectivei du «oleil lurdifie- 
rentei planètes , lorupi'on connaît les rapports des distances entre le centre 
d'action et Ici centres des astres sur lesquels cette action t'exerce. Consé- 
quences de cette détermination relatirei & l'unireraatîté de la loi d'atlrac- 
(îon entre les corps. Le mouvement des graves, près la surface de la Terre, 
peut fournir des mesures absolues pour toutes les forces qui s'exercent dans 
le sjrstéme planétaire. 



890. Les deux premières lois de Kepler suffisent pour la détermina- 
tion des rapports qui existent entre les intensités d'action du soleil sur 
chaque planète, en particulier , lorsque la distance entre les centres des 
deux astres varie ; il reste encore, pour compléter les recherches relatives 
aux propriétés fondamentales des forces centrales qui régissent notre 
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( I ) . . . . Aire décrite pendant le temps t^=\Ct. 

Soit T le temps de la révolution entière de la planète dans son or- 
bite elliptique, la surface de l'ellipse ayant pour valeur ^<fl*K^i— f\ 
on aura fta^ V^i—e^ = t CT d'où 

(^) ^= y -^ 

d'une autre part on a, équation (10) de l'art. 887 et art. 889, les valeurs 

^= — 7 rrr" = t" desquelles on déduit 

(3) *= ^' ^'^'"' • 



a(i—€^) T^ 



«3 



or, par la 3.« loi de Kepler , le rapport ^»^ est le même pour toutes 

les planètes, la quantité hj ou \a force accélératrice à l'unité de dis- 
tance, est donc une quantité constante dans le système planétaire, d'où 
il suit que, quelques soient les rapports entre les masses des planètes, la 
force accélératrice F sera Ja même, pour chacune d'elle, a une même 
distance rdu soleil; \^ force motrice sera, par conséquent, proportion- 
nelle à la masse, et tous ces astres étant supposés partir, au même instant 
et sans vitesses initiales, de différents points d'une surface sphérique 
commune, qui aurait, pour centre, le centre du soleil , se mouvraient 
dans le sens des rayons de cette sphère, de manière qu'ils se trouveraient 
toujours ensemble sur la surface d'une même sphère concentrique à la 
surface de départ, et arriveraient au même instant à la surface du soleil. 
891. Les masses des planètes et leurs actions sur le soleil produisent 
de très- petites anomalies dans ces résultats, dont je donnerai bientôt 
l'évaluation, et qui ont dû échapper aux observations de Kepler; on n'en 
est pas moins en droit de conclure des grandes et belles vérités de fait 
précédemment exposées, que la force attractive d'un des corps ou points 
matériels de l'univers, désigné par Aj s'exerce indéfiniment dans toute 
l'étendue de l'espace, que son action, sur un autre point matériel Bj 
c'est -à -dire Isl force motrice due à cette action est, toutes choses égales 
d'ailleurs , réciproquement proportionnelle au quarré de la distance 
entre A et Bj enfin que l'effet de cette action n'est ni diminué ni modifié 
par ceux que le corps A produit sur tous les corps de la nature autres queiT. 
I %z 
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On en conclut encore que la force en vertu de laquelle les corps graves 
tendent à se mouvoir vers le centre de la terre, et celle qui retient les pla- 
nètes dans leurs orbites autour du soleil, et les satellites autour de leurs pla- 
nètes respectives, sont des forces de même nature et soumises aux mêmes 
lois. On a vu , art. 728 et suivants , que tous les corp graves , h même 
distance du contre delà terre, étaient animés de la mèmejbrce accélé- 
ratrice j quelques fussent leurs masses, et on peut maintenant affirmer 
que, si la vitesse de la lune, dans le sens de son orbite, était tout-à-coup 
anéantie, elle prendrait (abstraction faite des actions étrangères à celle 
de sa planète) un mouvement dans le sens de la droite qui unît son centre 
<H celui de la terre , tel que les relations entre les temps , les espaces par- 
courus et les vitesses, seraient exprimés par les mêmes équations que 
j'ai employées dans les art. cités, od, en traitant du mouvement vertical 
des corps graves, dans le vide, )'ai introduit, dans l'analyse, les distances 
de ces corps au centre de la terre. On peut même vérifier cette assertion , 
dans le mouvement effectif de la lune, par la considération de ladiffé* 
rence entre ta sécante et le rayon d'un très-petit arc de son orbite, par- 
couru pendant un temps donné, différence qu'on peut , vu la petitesse 
d^ l'arc, regarder comme égale au sinus verse. J'expliquerai bientôt la 
théorie de cette vérification à laquelle certaines positions de ta lune sont 
particulièrement propres; on dit que ce fut la première tentée par Newton, 
pour reconnaître l'universalité du principe de l'attraction ; une mesure 
erronée de la terre le conduisit d'abord à un résultat peu favorable à 
son système , et il abandonna ses calculs jusqu'à ce que le degré du 
méridien, mesuré par Picard en 1671 , lui eut fourni des données 
plus exactes. 
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respectives , on voit que \b, force €Lccélératrice connue, dont les corps 
sont animés près de la surface de la terre, peut servir de terme de compa- 
raison ou d'unité pour évaluer, en nombres absolus, \çs forces accéléra- 
trices dont les planètes, en vertu de la seule action du soleil, et chaque 
satellite^en vertu de la seule action de sa planète, sont animés dans le sens 
de leurs rayons vecteurs, lorsqu'on connaît les rapports entre les ma^es 
des corps attirants et la masse de la terre. Cette connaissance , réunie à 
celle de la grandeur de ces astres, donne aussi les lois des mouvements 
des graves près de leurs surfaces et réciproquement les rapports de leurs 
masses peuvent se déduire des phénomènes dûs à leurs forces attractives. 
Je donnerai bientôt les formules relatives à ces diverses déterminations. 

893. Je terminerai ce chapitre en faisant remarquer une propriété 

qui se déduit de l'équation A= — — de l'art. 890; tirant , de 

cette équation la valeur de Cj on a 

(0 C = V^^ihî^^ j 

la substitution de cette valeur, dans l'équation (i ) de l'art, cité, donne 
(â) . . jiire décrite pendant le temps / =;= 7 t^ah[\ — e^) > 

d'où on conclut, h étant une quantité constante dans le systèrpe planétaire, 
a{\ — £^)le demi «paramètre de l'orbite dont le demi -grand axe = ^^ 
et dontrexentncité=^,que ce les aires décrites, pendant le même temps, 
« par les rayons vecteurs de différentes planètes , sont entr'elles comme 
« les puissances \ des paramètres des orbites respectives de ces planètes.» 

Eipression générale de la vitesse \ son maKimum et son minimum qui ont lieu 

respectivement au périhélie et à V aphélie. 

894. Je reprends l'équation (4) de l'art. 889 e^ = — rj— +1 , j*en déduis 
U*=s — -^ — j^p — -^ et j'ai, en substituant la valeur de C*=ah(i — e*) 
équation (3) de l'art. 890, 

(0. v^. — ^. 

a 

Introduisant cette valeur et celle de F = —y- dans l'équation (2) de 
l'art. 887 f'*= U^ — u/Fdrj on a, en intéerant et réduisant , 



■7ï 
(1) 
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Je désigne par X> le rapport — j- qui , d'après la 3.* loi de Kepler, 
estlemêinepourtouteslesplanètes, ce qui donne, art. 890, équation (3), 



4^' 



et change l'équation précédente en 



(3). 






La vitesse c se trouve exprimée en quantités toutes susceptibles d'être 
déterminées par l'observation. 

895. On voit par l'équation précédente que si, d'après les circons- 
tances initiales qui ont déterminé la courbure de l'orbite, et dont )e par- 
lerai bientôt, cet orbite est circulaire, le mouvement de la planète sera 
uniforme, car alors, la seule variable r, qui entre dans la valeur de Vj 
se trouvera constante. , 

896. Cette expression de f a un maximum et un minimum , à deux 
points remarquables de l'orbite , qui se déduisent , à vue , de l'équation 
précédente; le maximum de c répond au minimum de r et a Jîeu, par 
conséquent, lorsque la planète est à celle des extrémités du grand axef 
ou ligne des Mbsides, qui est la moins éloîgn^.dM sol,eil ; lorsque l'astre 
se'trouveà cepoint,on dit qu'il'est \ son ^e'rM<V/e^' leminimum de » 
répond au maximum de r, et a lieu lorsque l'autre se trouve à l'autre 
extrémité de la ligne des absides , eu point qu'on appelle son aphélie. 

On a vu , art. W16 équations (6) , que les distances du centre du soleil 
au périhélie ç\\i.Vaphétie éiaXçnt respectivement a{\ — e) et «(1 -|-f) ; 
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décrivent, autour du centre du soleil, ou du foyer de Torbite, des cercles 
dç difTérents r^iyons et ont, su^ les circonférences de ces cercles^ des 
vitesses proportionnelles aux mêmes rayons ; la vitesse de celui de ces 

points qui se trouve à la distance p du centre, est égale à -^ p ou "^r-pj 

^ et co étant , art. 886 et 887 , les angles formés par le rayon vecteur et 
par des lignes fixes prises dans le ^an de l'orbite, et comme on a, art. 887, 

équation (i), --1 — = —^ cette vitesse a pour valeur — |-- j substi^ 

. • ■ .• " 

tuant pourCsa valeur ^p , art. 890 équation (2), et dési- 

gnant par A l*aire entière nra^ V^i — i» de l'ellipse, on a, définitivement, 
pour la vitesse du point du rayon vecteur situé à la distance p du foyer, 

I expre^ion y l . 

Lorsque p=i, cette expression devient ^ ^ et la vitesse du point, 

ainsi placé à l'unité de distance du foyer qu'occupe le centre du soleil, 
s'appelle vitesse angulaire j les espaces parcourus par ce point sont 
les mesures immédiates des angles décrits par le rayon vecteur. Soit ^ 
la ^itsse angulaire ^ on a l'équatfon 

^ji \ A e$i l'aire entière de l'orbite elliptique, et T le temps 
o "*" 2V* j total employé par la planète à parcourir cette orbite. ' 

898. Le produit de la vitesse angulaire y par le rayon vecteur r doit 
être égal à la vitesse ç^ dans lé sens de Torbite, aux deux points oh r 
est perpendiculaire à la courbe parcourue, c'est-à-dire, au périhélie 
et l'aphélie ; et c'est encore aux mêmes points que se trouvent, respec- 
tivement, le maximum et le minimum de cette vitesse angulaire. 

899. G)ncevons un point qui parcoure, uniformément^ un cercle ayant 
son centre au centre du soleil, son rayon égal à l'unité de longueur, et 
que, de plus, la. révolution entière , sur ce cercle, s'achève dans un temps 
égal à celui que la planète employé pour parcourir la totalité de son 
qrbite; la vlie^sç angulaire absolue du point dont je parle ser£^ égale 
k lajvUesse angulair^i mc^cune, de la planète, et^ en la désignant par 
^j on aura 
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900. La vitesse angulaire moyenne doit , d'aprts ce qui est dit, ait. 
898 , être plus grande au périhélie , et plus petite à l'aphélie que la vi- 
tesse angulaire effective; il y a donc sur chacune des deux demi-ellipses, 
séparées par le grand axe , un point 06 la seconde de ces vitesses est égale 
à la premier^. Pour déterminer ce point, j'égale les valeurs de ^ etfj% 

dopnées dans les deux articles précédents, et j'ai /■= + 1/ ^ ou, 

en substituant ja valeur de A=sffa* \^i — £* , et désignant par R la 

valeur particulière de r dont il s'agit ici, 

(■) fl=±<.{.-o'- 

Il ne s'agit plus , pour avoir la position des points cherchés , que de 
déterminer l'angle formé par le rayon R et par une ligne de position 
connue dans le plan de l'orbite; faisant donc r = R = a{i — «')♦ 
dans l'équation (s) de l'art 886, et tirant la valeur de cos. ^j on a, pour 
calculer l'angle 4> formé par R et par le grand axe de l'orbite, l'équation 



(»)• 



. eos, ^ = -,— - 



901, Si du rayop R^^a (1 — *')* et du foyer de l'orbite, comme 
centre, on décrit un cercle dans le plan de l'orbite, l'aire de ce cercle 
et l'aire de l'orbite elliptique seront égales entr'elles ; une planète qui, 
d'après les circonstances de son mouvement initial, parcourrait l'orbite 
circulaire, aurait donc dans le sens de cet orbite (art. 896 et 897) une vites- 
se angulaire constante Ybî ^^-jT (eo substituant pour A sa valeur 
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la détermination de l'instant auquel la planète passe par un point déter- 
miné de son orbite, je vais définir les quantités que les Astronomes ap- 
pellent anomalies et donner quelques formules relatives à ces quantités. 
L'angle, formé par le rayon vecteur et par le grand axe, doqt le 
sommet est au foyer de l'orbite ou au centre du soleil , s'appelle angle 
A^ anomalie yraie ; il est mesuré par l'arc que J'ai appelé ^ (art. 886) 
qui a été ensuite représenté (art. 887 et 889) par a; — 12^ et on a, équa- 
tion (3) de l'art. 886 , 

r — V I ;? = le demi-paramètre ; 

COS. ^ = Si... 4 

€ r I €^^ lexcentricite. • 

9o3. Soit décrite une circonférence de cercle AD' BE' J qui ait, pour Fîg. 4. 
centre, le centre Cde l'orbite elliptique et, pour rayon, le demi-grand axe 
ACj et imaginons qu'un astre fictif décrive ce cercle dans un temps égal 
au temps employé par l'astre réel à décrire l'orbite elliptique entière ; 
supposons, de plus, que ces deux astres partent ensemble, lorsqu'on 
compte zéro temps j du point périhélie et que l'astre fictif se meuve d'un 
mouvement uniforme qui lui fasse décrire autour du centre commun 
de l'ellipse et du cercle des angles égaux dans des temps égaux, avec une 

vitesse angulaire qui, art. 899 , a pour valeur — ^r" ^ ou une vitesse ab - 

3,a^ 
solue , dans le sens de la circonférence, égale à — =^ — j au bout du 

temps i le rayon vecteur, mené du foyer de l'ellipse à l'astre réel, for- 
mera l'angle ^ d* anomalie ^yraie avec le grand axe, et le rayon, mené 
du centre commun de l'ellipse et du cercle à l'astre fictif, fera avec le 
même grand axe un autre angle <p' ^ qu'on appelle anomalie moyenne ^ 
et qui se calculé par l'équation 

ou, en substituant pour Tsa valeur a^r 1/-— ^ (art. 890) équation 
(3), et introduisant la quantité X= -7=. ^ art. 894, 



A«T 



904. La différence entre V anomalie vraie et V anomalie moyenne j 
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c'est - à • dire + (^ — ^' ) ^' ^^ qu'on appelle Véquattûn du centre j 
qui est positivb, zéro ou négative à diverses époques du mouvement. 
9o5. Par l'extrémité M de SM =s r ou par le lieu vrai de la planète, 

dagg l'orbite elliptique, je fais passer une perpendiculaire PMQ au grand 
axe, se terminant en Çaa cerde d'anomalie moyenne AD' BR' A ^ et 
je trace le rayon CÇ. L'aogle ÇCA formé par ce rayon et par le grand 
axe, angle que je désigne par &, est celui qu'on appelle aogle à'anomalie 
excentrique. 

cp es 4- SP 

On a COS. angle QCA = .,_ = pr-^ j observant que la 

distance SP du foyer au pied de la perpendiculaire, dont je viens de 
paHer» est égale à r cos. ^ et qu'on a, de plus , art. 886 , les valeurs 

CA =; fl, es =: asj l'équation précédente devient cos. û= ' • 

et, en substituant, pour cos. ^^ sa valeur - — ■ déduite de 

l'équation (a}art. 886, 



BelatioDi qui existent, loit entre le temps et Vanomolie excentrique, toît entre 
lei diverses anomalies. Détermination du lieu vrai de la planète & lu initanl 
donné. Problème de Kepler. 

906. Je multiplie , par le quarré r* du rayon vecteur, chacun des 
riicrhbres de l'équation (i) de l'art. 889, «substituant, dans l'équation- 
produit, pour r* dojj sa valeur C</^(équation(t) de l'art. 887) j'obtiens 
la valeur suivante de dt 
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— : J est, d'après Tartide précédent, égale k 

I — cos.^^= sin.^ ûj de plus, l'équation du même article donne 
>• = û ( I — € COS. û) , et <//• = a^€ sin. ff dû s ces valeurs , introduites 
dans l'équation (2) , la changent en 

(3) dl}/^^ = a^(i^ e COS. &)dffj 

d'où on déduit par l'intégration , 

im/ — --- = û — 6sin.^+ constante. 



|/^=^_fsin.i? + 



Si on a, en même temps, /= o et ^= o, là constante est nulle et l'ex - 
pression du temps en fonction de Vanomalie excentrique se trouve 
donnée par l'équation 



(4) t 



1/ — ^ =^0 — f sin. s 



t Wy — 5-c^t (équation (s,) de l'art. 908) la valeur de Y anomalie mo- 
yenne ^' j on a donc , entre cette anomalie et l'anomalie excentrique 
la relation 

{&)...., 4>' — 0'r^€sm.0 j 

rcos^d+ae ^ . ^ a(cos.0 — ê) 
l'équation cos.^= j art. 900 , donne cos.^= -^ ^^ 

*ou , en substituant pour r sa valeur a(i — e cos. 0), 

COS. — € 

On peut trouver une autre relation entre ^ et ^ en égalant les valeurs 

a(i—€^) , ^. . j I — €^ 
r = ^ r— et /"=û(i — f cos.a) • ce qui donne = 

I+fCOS.^ . .^ ^ I+fCOS.^ 

f + COS. (p , , 

I — f COS. 0j et COS. ^= — : 7- • déduisant, de cette dernière 

^ I+fCOS.^ 

équation, i — cos.^^ i +cos.^ et divisant les valeurs trouvées l'une par 
Vautre, on a 

• . 1 — cos.^ I — € I — cos. ^ 

(7) • • ••• • i+cos.^ ~ i+e • i+cos.'^ ^ 

d'où on conclut, par les théorèmes connus de trigonométrie. 



i>8 
(8) 



Dyhamique itiMBN taire. 



■-i(i#)=G^)'-6(^^){S 



'origine commuDe de 
périhélie. 

- est, art. 886, équations (6) celui de la distance 



Le rapport 

aphélie à ta dislance périhélie. 

907. Les angles ^ , ^ et ayant leur origine commune à l'extrémité 
périhélie de l'axe, l'équation du centre est nulle lorsque l'astre passe 
à ce point de son orbite, et l'instant du périhélie continuant à être pris 
pour origine du temps /, on calcule aisément l'anomalie moyenne ç' , 
au bout d'un temps donné, par l'équatîon (2) de l'art. 908 
^, |/~A~ 2Jri 

Pour en déduire le lieu vrai de la planète dans son orbite, il faut dé- 
terminer $ f ce qu'on peut faire en déduisant d'abord de ^' par l'é- 
quation (5) de l'arlicle précédent ^' -= 6 — e sin,^, et, ensuite, # de é* 
au moyen d'une des équations (6) ou (8) du même article ; mais l'équatfon 
é' ^Q — e sin. ne donne l'angle auxiliaire (?qiie par des procédés de 
tâtonnement, ou par des méthodes d'approximation, elle problème de 
déterminer ainsi ^ lorqu'on connaît ^', ou de déduire Vanomalie vraie 
de Vanomalie moyenne , connu sous le nom de problême de Kepler 
parceque ce grand Astronome est te premierqui s'en soit occupé, a été, 
après lui, l'objet des recherches de plusieurs analystes, 

(Voyez la Mt'canique analytique , édition de 1788, page a68, et' 
la Mécanique céleste, 1." partie, livre a, n.*" 21 et aa) (*). 



dei circonstances d'après lesquelles l'orbite est une ellipse , une para - 
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887, que Torbite était une courbe fermée, et, en cela. j*a5 eu pour 
but de rendre les résultats de Tanalyse applicables au mouvement réel 
des planètes dont ^existence et la marche nous sont connues ; mais j*ai 
fait voir, art. 889, que cette analyse embrasse des cas beaucoup plus 
généraux; elle prouve qu'un corps mis en mouvement par une impul- 
sion initiale» et sollicité par une puissance qui agit en raison inverse 
du quarré de la distance du mobile au centre d'action , peut décrire une 
section conique quelconque, et elle fournit le moyen de connaître, dans 
chaque cas particulier , la courbe décrite dont Vcspèce^ indépendante 
de la direction de la vitesse initiale, se conclut de la valeur absolue de 
cette vitesse, de Tintensité de la force centrale, et de la âistance ini - 
tiale du mobile au centre d'action; je vais démontrer quclc)iies théorèmes 
fondamentaux sur cette matière. 

Je suis parvenu, art. 888 et 889, par 1^ seule condition que la force 
centrale est réciproque au quarré des distances, à une équation de l'or- 
bite de la forme, • 

• I — e* 
Équation (a) de Vart. 886 r = + ^ . 

' ^ ' — I + ^ cos. ^ 

qui peut appartenir à toutes les sections coniques. 

J'ai trouvé ensuite, art. 894, que la valeur générale de la vitesse, 
dans le sens de l'orbite , également applicable à toutes les formes posr 
sibles de cette orbite, était 

h 



Équation (2) de Vart. 894 . , . r = 1/ 



a 

d*oii on déduit, en désignant par U et par R des valeurs connues de (/ 
et de r qui ont lieu ensemble, soit au premier instant, soit à un autre 
instant donné du mouvement, 
f . Rh 

or, d'après l'équation (:i) de l'art. 886, la section conique, à laquelle 
appartient le demi-grand axe a ^ sera une ellipse y une parabole ou uhe 
hyperbole y respectivement , selon que cette valeur de a sera positive, 
infinie ou négative ; on a ainsi les conditions 

oliaine publication du traité complet, sera reçue, avec la plut vive tatiafaction , 
par l'Europe savante impatiente de posséder ce nouveau monument élevé ^ 
la plus belle des Sciences, 



w. 
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1 

Cas de la parabole. 1]^-=. - 

Cof dé l'hyperbole. Z7*> - 
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Observez cpie , dan. le caa <1« 


R 


,1 := oo j la quantité n ( i — *' ) 


n'en est pas Enoios finie et égale 


%h 


au demi - paramètre , puisque 


__, 


I —e* diminue , à mesure que a 




augmente, de manière à dereDir 


'j.h 


infiuimeDt petit, lorsque a de- 


T 


vient inÊuinictit grand. 



Oh Toif, par ces résultats, i." cjue l'espèce de la seclion conique et 
la longueur 'de^don grand axe smit, ainsi que j'en ai prévenu , indépen- 
dantes de la dÎJVCtton de Ja yHesse initiale , et se trouvent données par 
la râleur abeolue de celte vitesse, la dislance initiale du mobile au 

centre d'action et l'intensité de la force ceotrale ; a." que le terme — - 

^i entre 4bM Ifa valeur générale de la vitesse étaitt soustnctif» mi ou 
additif, respectivement-, dans les cas de l'ellipse , de la parabole ou de 
l'hyperbole , cette vitesse , à des distances égales du centre d'action , 
est plus petite dans l'ellipse et plus grande dans l'hyperbole qu elle ne 
l'est dans la parabole. 

909. L'espèce de la section conique et son grand axe étant ainsi troir- 
vés , il faut chercher la position de ce grand axe et les autres quantiu's 
nécessaîiTS pour la détermination de la forme et des dimensions de l'or- 
■blte. Prenant pour donnée la position de la droiie qui joint le niobik* 
au centre d'action, au moment où les valeurs initiales Uet R ont lieu, 
on pourrait conclure l'angle J2 (équation (5) de l'art, 889), qui fixe 
la portion du grand axe par rapport au rayon vecteur primitir^, et 
l'excentricité gj de deux valeurs de r correspondantes à deux valeurs de , 
Ktj mais toutes les valeurs dont on a besoin se déduisent aussi de la 
seule connaissance de l'angle entre la direction de la vitesse initiale U 
et le rayon vecteur correspond«nt Rj désignant cet angle par fi on a, 

au moment où la vitesse donnée a Heu , ; ^RUs'm.a, (équa- 

tion (i) ik l'art. 887) d'où 

(i) C= fl?7sin.«; 

celle walfui et .celle de a donnée par l'équation (() de l'article précédent, 
étant substiluées dans l'équiillon A ;= — de l'art, 890, on a, en 



tirant la valeur de t 



4i-.>) 
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(^) * = | ^ — . ■ ^ 

quantité qui est plus petite que l'unité^ égale à l'unité, ou plus grande 
que Tunité, respectivement, suivanbque la i J^, 2.«, ou 3.« condition 
de l'article précédent a lieu. Ensuite (P étant la valeur inconnue de 
l'angle primitif formé par le rayon .vecteur initial R et par le grand axe, 

Téquation cos^^ = déduite de la valeur générale jle a-, 

équation {s) de l'art. 886 , donne , 

(3) cos.<P=. -i -^ .• 

a et e ayant les valeurs déduites des itjuations (i) de l'article précédent 
et (l) du présent article. 

On a ainsi tous les éléments, de Torbite qui, d'après ce que j*ai dit 
art. 846 et 862, doit être renfermé dans le plan passant par le rayon 
vecteur R et par la ligne d^ direction de la vitesse initiale. 

910. Tout ce qui précède suppose que la force centrale a un sens 
d'action tel qu'elle tend à rapprocher le mobile du point d'où elle émane ; 
mais, son intensité continuant à être réciproquement proportionnelle 
au quarré de la distance, si on rendait cette force répulsive y ^aUrac- 
iive que je l'ai supposée, il faudrait changer le signe de h dans toute 
les formules données depuis l'art. 889, et la valeur de l'excentricité e^ 
donnée par l'équation (2) de l'article précédent, deviendrait plus grande 
que l'unité; ainsi l'orbite serait une hyperbole, et le mobile décrirait, 
alors , la branche de cette hyperbole opposée à celle qui environne le 
centre d'action. 

Edaircîfsenients tires de }a canndér&tiorr du mouTenient elliptique, sur quel- 
ques difficultés que présente la théorie du mouvement rectiligne d'un point uia- 
tévîel attiré , vera un centre fixe^ en raison inverse des quarrés des distaiictîs. 

91 1. J'ai donné, art.ySa , la valeur du temps employé, par un point 
matériel, Ji parcourir la ligne droite qui le sépare d'un point fixe, vers • 
lequel il est attiré en raison inverse des quarrc's des distances, sa vitesse 
initiale, à l'origine de la ligne parcourue, étant nulle. Si on désigne, par a^ 
la longueur de cette ligne , par p, la distance du centre d'action à laquelle 
la force accélératrice émanant de ce centre = ^^ et , par fr, la demi-cir- 
conférence dont le rayon = i , le temps dont il s'agit a pour valeur 
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— >• et j'observe que ^^^quatrièpie proportionnelle à i,p* 

ft gj est le nombre représentant la force accélératrice k l'unité de dis- 
tance du centre d'action , c'est-à-dire le nombre correspondant à celui 
que j'ai représenté par A depuis l'art*. 889. De plus, dans le cas de l'art. 
732, la vitesse, infinie au point de contact, prend, ainsi que le temps, 

• des valeurs imaginaire<; pour tous tes points de la ligne du mouvement 
placés au-delà du centre d'action par rapport au point de départ. C« 
dernières circonstances présentent des difficultés qui n'ont pas toujours 
été résolues d'une manière satisfaisante. Voici comment on les explique 

' par la théorie du mouvement elliptique. 
On a , art. 908 et 909 tes équations 



ih — RU' 



.d'oùR= ■ 



h* 



-m~ 



et, art. 890 équation (3), 

Ces équations prouvent : r," que le temps 7", employé à parcourir l'or- 
bite totale , ne dépend, en aucune manière, de la forme de l'ellîpse ou 
de son excentricité e , mais uniquement de la distance initiale R du 
mobile au centre d'action, et de la vitesse de projection V , sans égard 
à l'angle fi formé par la direction de cette vitesse et par ia ligne R , 
angle qui détermine l'excentricité : 2". que la vitesse initiale U étant 
supposée de plus en plus petite, la distance initiale R et l'excentricité 
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que g(^ représentait /r), parceque cette dernière n'exprîrtie que le temps 
employé à parcourir la distance initiale entre le mobile et le centre 
d'action, cVst - k *• dire la dîstahce de l'aphélie au périhélie, ou la 
moitié de l'ellipse réduite au dernier degré d'aplatissement ; et , puis- 
que> d*après les lois du mouvement elliptique, qui doivent être con- 
servées dans toutes les suppositions imaginables sur la valeur de l'ex- 
centricité, letnobile, arrivé au périhélie, retourne toujours à l'aphélie, 
on voit, par -là, pourquoi en introduisant, dans l'analyse , la condition 
de l'existence du mobile.au -delà du périhélie par rapport a l'aphélie, on 
arrive nécessairement k des résultats impossibles ou imaginaires. 

Observant, de plus, que l'équation (i) de l'art. 896 rend la vitesse, 
au périhélie, jl'autant plus grande que l'excentricité a difrère moins de 
l'unité, de manière que cette vitesse devfent infinie lorsque i — ^ est 
infiniment ^tit, il sera évident que les phénomènes , dont il est question 
k l'art. ySa, sont exactement ceux du mouvement qui a lieu dans une 
ellipse réduite au dernier degré d'aplatissement, et doivent leur être 
assimilés à tous égards; le contenu du présent article offre donc complè- 
tement les rapprochements et les, explications annoncées k l'art, cité. 

Comment on a égard aux actions que les planètes exercent sur le soleil dans les 
expressions analytiques relatives à leurs mouvements. Petites anomalies qu'é- , 
prouye la troisième loi de Kepler. Formules pour calculer les rapports entre 
les masses des corps du système planétaire. Force de la pesanteur à la sur- 
face de chaque planète. Lois du mouvement de deux corps célestes dans l'by- 
pothèse où ils n'auraient reçu aucune impulsion initiale. Immobilité , dans 
cette hypothèse , de leur centre de gravité commun. 

912. J'ai dit, art. 891 , que les masses des planètes produisaient, dans 
les conséquences déduites de la troisième loi de Kepler, de petites 
anomalies dont il est bon de donner l'évaluation. On a vu, précédem - 
ment , que .l'attraction , en raison directe de la masse et inverse du 
quarré de la distance , était une propriété commune à toutes les mo • 
lécules de matière que l'univers renferme ; il suit de là , comme je 
l'ai observé art. 888, qu'une planète exerce sur le soleil une action, 
en vertu 3e laquelle elle doit avofr une tendance à s'en rapprocher, in- 
dépendante de l'action qu'elle éprouve de sa part , et uniquement due 
à celle qu'elle exerce sur lui. D'après ce fait, et en conservant, pour 
mieux fixer les idées, l'hypothèse de l'immobilité absolue du soleil, il 
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est manifeste que si ïee masses dredeux astres élaient cgal« entr'elles, 
la tendance , dont je viens de parler , aurait pour mesure l'attractiDn 
entière du soleil sur la planète, en vertu de laquelle elle est, art, 889, ani • 

mée d'une force accélératrice = _; mais, eu égard k la loi des masses, 

art. 892 , le rapport de la valeur véritable à cette valeur hypothétique est 
celui de la masse de la planète k celle tlu soleil, et , désignant ce rapport 
par Vj la partie de la force accélératrice de la planète, due à l'action 

qu'elle exerce sur le soleil, sera , et sa force accélératrice totale, sera 

h 
—— ( I + '') ; cette force équivaut k celle qui aurait lieu si , continuant 

de supposer la planète sans force attractive , on augmentaU la masse 
du soleil d'une quantité égale à la masse de la planète, 

913. Le rapport v, qui varie d'une planète k l'autre ,' est égal à 

rn'eîT; pour Is planète Mars , celle que Kepler a principalement fait 

servir k la découverte de ses lois, et sa plus grande valeur, applicable 

li Jupiter , est de —'^-^ , il n'est donc pas étonnant , que l'observation 

T' ijr/ 

ait donné k la quantité — x- = — ; — une valeur sensiblement cons- 
' «^ « 

tante dans tout le système planétaire, vu son peu de différence avec la 

véritable valeur — -r = —r? r— danslaquelle les différentes massei 

des planètes Introduisent de légères variations. 

914. Voici comment on peut conclure, des quantités connues par 
l'observation, les valeurs numériques de h et v j soit m la masse de la 
terre , (> son rayon moyen , g continuant k représenter la force accéléra- 
trice des graves k sa surface. Pour déduire de la force accélératrice 
imprimée à la distance ^ celle qui a lieu k l'unité de distance, il faut 
prendre la quatrième proportionnelle k i, f' et^^ ainsi la force accélé' 
ratrice cherchée est égale k gç"^. 

Cette quantité. ^f)* est purement hypothétique comme la quantité k 
de l'art. 889, car, à une distance du centre de la terre ou de celui du 
soleil égale k l'unité linéaire qui mesore g et ^.l'attraction ne suit pas, 
art. 728, la raison inverse du quarré des distances ; mais, comme dans 
l'hypothèse de la sphéricité des astres de notre système, leur attrac- 
tion k des distances de leurs centres plus grande? que leurs rayons, est 
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la niéine, comme je le ferai voir dans la suite du cours, que si leur 
masse était toute rassemblée à leur centre, on peut, pour avoir un 
module de force attractive applicable aux corps situés au dehors de ces 
astres, supposer que la loi inverse du quarré des distances a lieu jusqu'à 
leurs centres, ce qui revient à les considérer, en conservant les masses, 
comme des points matériels occupant les lieux de ces centres. 

Le produit de l'expression gç^ par la masse attirée donne \^ force mo - 
irice de cette masse , et, par conséquent, gp^ est la valeur numérique de 
la force motrice imprimée à l'unité de masse placée k l'unité de dis- 
tance du centre, de la terre, le point de vue, sous lequel on doit envi- 
sager cette valeur hypothétique étant conforme aux explications que je 
viens de donner. Divisant ensuite gp^ par la masse m^ on a , d'après la loi 

du rapport des masses, l'expression -^^ ^qui donne la valeur numérique 

de la force motrice imprimée par l'unité de masse à une autre unité de 
masse placée à l'unité de distance , ou la valeur numérique de la force 
accélératrice que cette même unité de masse communique à un point 
matériel 9 de masse quelconque, également placé à l'unité de distance. 

Le produit de -^ — par une masse quelconque donne donc la force 

accélératrice comniuniquée par cette masse à un corps placé à l'unité 
de distance ; ainsi , M étant la masse du soleil , on aura , en conservant 
à la lettre h la signification qui lui a été donnée art. 889, 

(0 *=-"^^^'' 

m 

On a de plus, d'après l'article précédent, T et « se rapportant k l'orbiff 

de la terre , 

«t on déduit de ces deux équations 

(3). ^^'^^ 

(4) *= ^£!f!^ellL_, 

ce qui détermine la valeur de v, applicable à la terre, et la valeur de h. 
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Maintenant pour Qvoir la valeur de v > applicable à une planète quel- 

(7" 



jYa 



4jr» 



conque, on emploiera l'équation de l'art. piS, — 73- — - ,. , - 

et a' sont la durée de la révolution totale et la distance moyenne de la 
planète dont il sagit ) , qui donne 



(5) 



"TT^ 



et on introduira > dans cette e^xpression de v, la valeur de h calculée par 
l'équation (ci -dessus). 

Les rapports y entre les masses des planètes et celle du soleil, ainsi éva- 
luées par l'emploi des éléments dont j'ai parlé à l'art. 89s , peuvent aussi 
se déterminer, par approximation, sans qu'on soit obligé d'introduire 
la quantité A dans le calcul qui devient, par conséquent, indépendant de 
gcK ç } mais cette méthode ne s'applique qu'aux planètes qui ont des 
satellites; voici en quoi elle consiste : soit m' la masse d'une planète et 
m" celle de son satellite ; T" et a" étant le temps total de la révolution 
de ce satellite et sa distance moyenne rapportés à sa planète, dont l'ac- 
tion à l'unité de distance a, pour valeur, équation (1) , ' gÇ^ j O" 



(6) 



4^» 



■«' ( ni" \ 



d'une autre part te mouvement de la planète autour du soleil donne 
T'a 4jra 
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"» 

—rr- et, divisant (6) pari équation -^^ = — r-œ déduite de 

(a), on aura 

(9) ~ 



çiô. La force accélératrice des gi'aves placés à la surface d'une planète 
quelconque, que je désigne par 0j se déduit aisément de ce qui pré- 
cède, lorsqu'aux données qui entrent dans les formules trouvées on réu- 
nit celle du rayon moyen de la planète. Soit f^ ce rayon moyen, et m' 
la masse de la planète , la force accélératrice qu'elle imprime sera , 

d'après l'art. précédent, • g(>^ k l'unité de distance, et on aura = 

• -^-T-^r à la distance p' du centre, c'est -à- dire à la surface. Le 

rapport sera donné , soit par une table qu'on peut avoir calculée 

n 

d'après l'équation (5) ou l'équation (8) de l'article précédent, laquelle, 
contenant les rapports entre les masses des planètes et celle du soleil , 
fait, par conséquent , connaître les rapports entre les masses des pla» 
nètes, soit par l'équation (9) du même article. 

916. J'ai dit précédemment que le soleil avait une tendance à se dépla - 
cer en vertu de l'action qu'une planète exerçait sur lui , et il est bon de 
donner quelques détails, sur ce sujet, avant de passer à d'autres matières. 

On a \ai, art. 914, que le produit de là quantité -2£- — par la masse 

d'un corps quelconque donnait la valeur de la force accélératrice com- 
muniquée par cette masse à un corps éloigné d'elle à l'unité de dis- 
tance ; faisant, pour abréger, — ^ — =7^ désignant par m! la masse 

fil m 

d'une planète et par r son rayon vecteur mené du centre du soleil, — '— 
sera l'expression de la force accélératrice que reçoit le soleil en vertu 
de l'action de la planète , et — -^ celle de la force accélératrice que 
reçoit la planète par l'action du soleil {M est la masse du soleil) , la force 
motrice, imprimée à chacun des deux astres, étant — • 



(■) 
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On a donc, en supposant que les deux astres commencent à agir l'un 
sur l'autre sans vitesses initiales , et tendent à se rapprocher en se mou- 
vant sur la droite qui joint leurs centres, u tttv désignant respective- 
ment la vitesse du soleil et celle de la planète au bout du temps e, 

dv mq dw Mq ^ \ 

~dr~ r» ■'' ~S 7^' 

dt étant constant, on a , au bout du temps /^ 

/idi>):/{dw)::m:Mj 

à'oii (n) c= -^w-»' 

les vitesses sont , à chaque instant , réciproquement proportionnelles 
aux masses. 

Nommant x et x', respectivement , les distances au bout du temps t 
des centres des masses M etmk leurs points respectifs de positions ini- 

.,,,,. , , , , dx m d.r' 

tiales , i équation précédente se change en —j — = —rj- • — ^— j ou 

(3) xM — x'm^=o. 

a étant la dislance initiale entre les corps , on aura, au moment de leur 

réunion , x + x' = a, équation qui , combinée avec la précédente , 

am , aM i. . <, > ■ i 

; d ou l'on conclut que les deux 



donne a; =: - 



m + M m + M 

astres, s'ils étaient des points matériels, arriveraient, au même instant, 
au point de position initiale de leur centre de gravité commun, et on 

dx dx* 



voit, par l'équation (3), ou par sa dérivée M ~-r~ = 



di 



dt 



, que 



ce centre de gravité commun reste immobile pendant toute la durée 
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Considérations générales sur le mouvement d^un point matériel assujetti à se 
nkouToir sur une courbe donnée. Expression générale de la vitesse. Cette 
Titesse est constante lorsque le mobile ne se meut qu'en vertu d'une impul- 
sion initiale. 

917. Le point matériel mobile peut être considéré comme une sphère, 
d'un dianiètre infiniment petit, renfermé dans un tube dont il occupe 
toute la section transversale, et dans lequel il se meut sans frotte- 
ment ; j'appelle directrice la ligne que suit son centre ; cette ligne 
est, en général , une courbe à double courbure ; les positions de tous 
ses points sont rapportées à trois axes fixes, perpendiculaires entr'eux, 
sur lesquels se mesurent les coordonnées x , y ^x, z àç ces différents 
points. La surface de la paroi intérieure du tube, est censée engendrée 
par un des grands cercles du mobile sphérique , se mouvant perpendi- 
culairement à la directrice j avec la condition d'avoir toujours son centre 
sur cette courbe. 

Chacune des puissances, qui sollicite le mobile, est dirigée sur son 
centre, et décomposée en trois forces respectivement parallèles aux x ^ 
jr ti zj la somme des composantes parallèles aux x est désignée par 
Xj la lettre F représentant les forces parallèles aux jy^ et la lettre Z 
les forces parallèles aux z. 

918. Le mobile sollicité par les forces Xj K et Z , décrirait, s'il se 
mouvait librement y une certaine courbe dont on trouverait l'équation 
par les principes posés au commencement de cette section; mais comme 
la trajectoire est une courbe déterminée , il faut avoir égard à cette 
circonstance dans les équations du mouvement, ce qu'on peut faire 
en combinant avec les forces X, F et Zj une force JTj telle que les 
actions simultanées de Xj 1 , Z et JT ^ feraient parcourir librement 
au mobile, la même courbe sur laquelle ce mobile, enfermé dans un 
tube, ou canal, de figure donnée, est obligé de se mouvoir. 

On a , sur le champ , une idée de la fonction que remplit cette force 
JTet de sa direction, en considérant qu'elle remplace la résistance du 
tube , et qu'elle doit par conséquent , à chaque instant , annuller la 
tendance qu'a le centre du mobile à s'écarter de la directrices la di- 
rection de r doit donc être perpendiculaire à cette directrices il 
est évident qu'une seule force normale et ayant d'ailleurs l'intensité 
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conrcpable , suffit pour remplir la condition dont il s'agit ; dès-Ion» 
on peuti W r^nÎM9Dt la force J^aux forces X^ 1' et Z^ et en suivant 
la môme isardie de raKonnepient qu'à, l'art. 8ao> poser les équations 
du mouvement comme si le mobile était libre. 

Soient «', n" , n"' les angles respectivement formés par les axes des 
jr > ^ et « et par la force T", les équations , dont je viens de parler , 
seront les suivantes 



d(-^^ = dt{y+rcos. «") s 

''f"^) = «//(Z + i" COS. n'"). 



91g. Je multiplie les i.", a.« et 3." équations de l'art, précèdent 
respectivement par dx , dyj, </«, et, faisant la somme des équations 
produits dans l'hypothèse de dt constant, j'ai 



(')• 



dx. ddx + </y, ddjy + du. dd % 



_ \ JTiix+Ydy+ZdJt 
l+2'(iircoi.n'-|-rfj'CM.n"+rfjCO».n"'} 



L'élément de courbe ds sur lequel se trouve le mobile fait avec 
I« axes des x^ jr et z, des angles respectifs qui ont pour cosinus 
dx dy di „, , , 

-^~j— g— ^"2 — i et , comme cet élément de courbe est , par hypo- 
thèse, perpendiculaire à ta force i", on a, par les théorèmes connus 

dv I . dy n di 

—T— COS. n' -h — ^ COS. n" + — — 

ds ds ds 



de trigonométrie^ 



■ COS. n' = G 
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(S) . .: . . p^= V^ + ^/{Xdx + Ydy + Zdz) s 

c'est l'équation (a) de l'article cité, v est la vitesse au bout du temps t 
et V^ la constante arbitraire. 

920. Si le mobile n'étant soumis à l'action d'aucune puissance, ce qui 
donne X= o^ Jr= o^ Z = o^ se meut en vertu d'une vitesse initiale 
qui lui aura été imprimée tangcntiellement à un point quelconque de 
la directrice y Téquation précédente devient 

(i) . . . v=U) 

la vitesse est constante, ainsi sa valeur initiale £7" se conserve la même 
pendant la durée du mouvement dans le tube; x étant la distance au bout 
du temps /^ mesurée sur la directrice, du mobile à un point fixe de cette 
courbe, on a, dans l'hypothèse des valeurs simultanées ;r=o et /=o, 

(a) x=Utj 

ce résultat et tous ceux que j'aurai à conclure de la théorie exposée 
depuis l'art. 917 supposent que la courbure de la directrice est soumise 
à la loi de continuité. 

921. Considérant l'équation (3) de l'art. 919, sous un point de vue 
plus général, on peut d'abord se donner pour condition que les forces dont 
se composent X^ K et Z sont fonctions des distances des points d'ap- 
plications de ces forces à des points fixes pris sur leurs directions res- 
pectives; c'est le cas remarquable dont je me suis occupé, art. 8a3 et 
suivants, et qui rend, ainsi que je l'ai démontré aux articles cités, la 
fonction Xdx + Kdj' + Zdz intégrable indépendamment de toute rela- 
tion particulière entre cCj^etz. 

On peut donc , dans le cas dont je viens de parler , supposer . * 

f {Xdœ -{■ Vdy + Zdz) •=• Çj en désignant par Q une certaine fonction 

finie de x,jy et z dont la composition n'a aucune liaison nécessaire avec 

celles des fonctions dépendantes de la courbure de la directrice, ce qui 

donne à la valeur de la vitesse la forme 

j,j n . J Ç ^*^ une fonction finie de x^j" et z indépendante 

^ ^ i de toute relation entre les coordonnées de la directrice. 

et, comme la fonction Ç est absolument indépendante de celle dont 
l'égalité à zéro détermine les positions respectives des points de la di- 
rectrice, la forme de cette courbe n'influe en rien sur la valeur de f^^ 
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qui est donnée, uniquement , à un instant quelconque , par les valeurs 
de» coordonnées du {rainimobîleàcet instant, sans égard aux valeurs de 
ces coordonnées correspondantes aux positions que ce mobile a eues ou 
qu'il aura dans les instants précédents ou suivants , la seule condition à 
laquelle ces positions sont assujetties étant la continuilé de la courbure 
de la directrice. 

^22. Ces remarques conduisent à une conséquence digne d'attention; 
si on imagine, entre deux points fixes de l'espace, une infinité de tubes 
de courbures quelconques continues dont chacun ait son origine à l'un 
de ces points et son extrémité à l'autre, un point matériel , soumis & 
des puissances données, et introduit dans un de ers tubes avec une vi- 
tesse initiale déterminée dans le sens de sa directrice, aura, arrivé à 
l'autre extrémité de ce tube, une vitesse qui sera la même quelque soit 
le tube parcouru. 

Cette proposition peut être présentée sous un point de vue beaucoup 
plus étendu en terminant les tubes, non à deux points fixes communs, 
mais à deux surfaces courbes. Pour arriver, à cet égard , aux résultats les 
plus généraux que la question comporte, j'observe que, dans l'équation 

(i) t^ = U> + a,Q, 

on a déterminé la cpnstante parla condition des deux valeurs simultanées 
f =: £7et Ç= o; mais, en prenant une autre valeur c = F' correspon- 
dante h Q= Q'^ la constante serait égale à F''' — îÇ" et on pourrait, 
à tous égards, remplacer l'équation v*=t U*+ 2Q par la suivante 

(a) . o>=F'' + 2{Ç~Q'); 

pour deux antres valeurs particulières et simultanées de c et de Ç, res- 
pectivement égales à F" et Q", on aurait l'équation, aussi générale 
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par les forces X^ K et Zj passe de la position où on a (> — ()' = o et 
0(1 il est animé de la vitesse f^^j à la position où on a Ç — ^' = o, il 

*a, dans cette dernière position, une vitesse l^"= { ^'* + 2(Ç'' — 0^)1^ J 
mais Ç étant , par Tétat de la question , une fonction variable de Xj y et 
Zy dire que les coordonnées qui fixent les positions, initiale et finale, 
du mobile, sont assujetties aux conditions respectives Q — Ç' = o, et 
Q — Ç"= G, c'est dire que parti d'un point quelconque de la surface 
courbe, qui a pour équation Q — ()' = o,ilest arrivé à un point quelcon- 
que d'une autre surface courbe ayant pour équation Q — Ç" = o; donc 
si plusieurs mobiles, dont chacun est sollicité par le même système de for- 
ces, partent de la surface courbe déterminée par l'équation Ç — Ç' = o, 
avec une vitesse commune V et vont, en se mouvant dans des tubes de 
courbures quelconques continues , rencontrer une autre surface détermi- 
née par l'équation Q — Ç'^=:o, ils auront, aussi, en arrivant à cette 

seconde surface, une même vitesse ^"= {/^'* + 2(Ç" — Q^)\* • C'est 
le cas le plus général du théorème particulier de l*art. 781. 

9^3. ^ étant la vitesse du mobile à l'extrémité de l'arc s de la courbe 
parcourue, j'ai démontré, art. 844, la propriété remarquable du mouve- 
ment liAre àf{yds) = o, qui tient au principe de la moindre action. 
Cette propriété a été déduite de l'expression générale de la vitesse, et 
comme cette expression est la môme dans le cas du mouvement libre et 
dans celui du mouvement qui a lieu sur une courbe déterminée , il 
semblerait, au premier coup d'œil , que l'équation âfuds^=Oy devrait 
également être satisfaite dans l'un et l'autre cas ; mais on reconnaitra 
aisément la différence de ces deux cas en faisant attention aux détails 
du calcul, indiqués à l'art, cité, d'après lesquels, en remplaçant les forces 
Xj V et Z par leurs valeurs déduites des équations de l'art. 918, on a 

d{dxâX'{'djây'{-dzâz) 
à {yds) = ^ dt 

— Ndl (àx COS. n^ + àjy cos. n'' + àz cos. /i''' ) j 
l'intégration étant faite entre des limites fixes, prises sur la courbe parcou* 
rue, la partie de/ â (yds) donnée par le terme ^i'^^àx + drây^-djâz) 
6e réduit à zéro, mais il n'en est pas de même de la partie correspon»' 
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daDte à l'autre terme du deuxième membre, dans lequel âx , âj ^i di 
sont des variations absolument arbitraires. On peut observer que ce 
terme dîsparaitrait avant l'intégration ; i .<> dans l'hypothtse particulière 
àe^dx'^dx ^ây^dy^x. rfî = </«, de laquelle on ne peut rien conclure 
sur la variation â [yds) , puisque , dans celte hypothèse , on ne compare 
la courbe parcourue qu'à elle - même ; a." dans le cas de TV = o , qui est 
celui du mouvement libre. 

ConsidcralîoDa générfllcs lur la pression qu'exerce contre la paroi intérieure 
d'un tube, ou canal fixe, de courbure quelconque continue, un corps obligé 
de ee mouvoir dans. ce tube. Evaluation générale de la partie de celle pres- 
sion duc à ta vitesse du mobile. Défiuilion de Xa force centrifuge. Cas où le 
mouvement est modifié, soit par le frottemeni, soit par la résistance d'un milieu. 

924. La pression qu'exerce tm corps contre la ligne ou la surface 
sur Iciquelle il est assujetti à se mouvoir, fournit matière à des questions 
«■gaiement curieuses et importantes, soit dans la mécanique rationnelle, 
soit dans la nitcanique appliquée; cette pression est due à deux causes 
qu'il est essentiel de bien distinguer; la première est la vitesse du corps; 
on a vu, art.715 et 719, qu'un corps, dans lequel des forces quelconques 
ont engendré une certaine vitesse, doit, si ces forces cessent d'agir SMr 
lui après la génération de celte vitesse, la conserver constamment et se 
mouvoir en ligne droite à moins que quelque obstacle ne l'en empêche , 
ce corps exerce donc, en vertu de sa simple vitesse, un eflfort contre 
la paroi intérieure d'un tube ou canal courbé, dans lequel il est forcé 
lie se mouvoir, uniquement parceque ce tube contrarie sa tendance 
au mouvement rectiligne : ensuite si ce même corps , animé d'une vîtes- 
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soumis à l'action d'aucune puissance extérieme , conserve , sans iltt-fa- 
tion , une vitesse qui lui est imprimée, à un point queiconquç de 1^ 
directrice, tangent iellement k cette courbe. Il est aisé de voir, par un 
raisonnement analogue k celui de l'art. 835, où il s'agissait de la trajec- 
toire li bre , que le point niatt-ricl , animé d'une vitesse U avec laquelle 
il parcourt l'élément de courbe ds rencontrant, à l'exlrémité de ds ^ 
un autre arc élémentaire ds* qui fait, avec le prmier, un angle dont le 

sînus=: (le rayon principal de courbure, celui qui est renfermé 

dans le plan de deux éléments de courbe consécutifs, est désigné par r). 
Si, sur le plan qui renferme les deux arcs élémentaires consécutifs di et 

ds' et le rayon r , on décompose V en V\/ ( i — | et £/. , 

prises, respectivement, dans la direction de d^i' et perpendiculaire- 
ment à cette direction, le corps exercera sur di' un effort normal, ou 
dirigé suivant le rayon de courbure r, et dû à la vitesse élémentaire 
Uds 
laquelle art. 712 et 804 est représentér,dans l'analyse, par \-Aforce 

'^ , . V ds V' . ds , , 

accélératrice • — 7— j ou par ^ pnisqu on a — . = Uj valeur 

identique avec celle de la force normale déduite de l'équation (a) de 
l'art. 835 qui est applicable au mouvement libre. 



d'uni 



L'autre composante U \/ ( j^ ^ . i ne diffère de U qui 

cjuantilé comparable au sinus verse d'un angle infiniment petit , ce qui 
reproduit le tliéorême de l'art. 920, 

926. L'effort normal dont un corps est ainsi capable en vertu de sa 
simple vitesse, et qui, pour une masse constante, est proportionnel à 

j s'appelle^rce centrifuge. Voici un autre moyen d'arriver i 

l'expression de cette force , qui a l'avantage de faire connaître immé- 
diatement sa direction dans l'espace, et qui ofTrira d'ailleurs aux élèves 
un exercice utile d'analyse et de mécanique. 

Puisque le mobile animé de la vitesse JJ et ayant, en vertu de cette 
vitesse , une tendance à se mouvoir en ligne droite , presse la paroi du 
canal , cette paroi lui fait éprouver une réaction que l'on peut considérer 
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comme une puissance inconnue ^ tant en intensité qu'en direction, & 
laquelle ce corps est soumis ; je désigne cette puissance par N et j'ap- 
pelle »'j n", n'" f respectivement, les angles qu'elle forme avec les axes 
des a:_,^ et z} on a donc, art. 8iO, 

X=iVcos./i': y=Nco%.n"j Z=Nc<^.n"'j 



(•)■ 






Ndt COS. n' j 
T^dt COS. n" 
Ndt COS. n"' 



Mais le mobile, animé de la vitesse U, n'éprouve, par hypothèse, 
d'autre action que celle qui est due à la résistance de la paroi du tube et , 
d'après l'art, gao, cette résistance ne peut faire subir aucune modincation 
à la vitesse U, on a donc, ds étant l'élément de courbe parcouru pen- 
dant l'instant ^^, V^ , , À'o\idt = — r^- . Substituant cette valeur 
at U 

dans les équations précédentes , prenant ds pour difTérenticUe constante, 
et désignant le rayon principal de courbure par r , ces équations 
deviennent 



I V^ddx 



J ds- 

et on en conclut 



= Ncos.n' j 



V^ddy 



ds'^ 



N COS. n"j 



U'ddz _ 
di' ~ 



■.Nco$.n'" 




■ et que les valeurs de cos. n'j 
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plus , sa direction dans l'espace , el comme on sait , par la géométrie 
analytique, que , r étant le rayon de courbure principal, on a 

À" 
cot.n" , COS. n'" sont celles des cosinus des angles respectifs formés par 
ce rayon et par les axes des x ,y et z, le (out dans l'hypothèse de ds 

constante, on retrouve la valeur A' = de l'art, précédent , et les 

autres équations (3) énoncent l'identité entre les directions de ret de TV. 
On peut observer qu'en regardant la valeur et la direction de N 
comme connues par l'art, précédent , l'analyse du présent article résoud 
fort -simplement , par des considérations de mécanique , les problèmes 
de Géométrie analytique rcliitifs aux déterminations de la valeur et de 
la position , dans l'espace, du rayon principal de courbure d'une courbe 
à double courbure. 

De la pression totale qu'un corps fait éprouver à une courbe quelconque , sur 
laquelle il e«t obligé de se mouvoir, due tant à sajorce centrifuge qu'à l'ac- 
tioD des puissances auxquelles ce corps est soumis. 

9a7. La pression qu'un corps exerce en vertu de sa. force centrifuge 
n'est due, ainsi que je l'ai expliqué ci -dessus, qu'à la simple vitesse; 
mais, lorsque le mobile est soumis à l'action d'une ou plusieurs puis - 
sances, la pression, dont je viens de parler, n'est qu'une partie de celle 
qu'éprouve la courbe sur laquelle ce mobile est forcé de se mouvoir, 
car la résultante unique des puissances sollicitantes peut toujours se dé- 
composer en deux forces, l'une tangentielle qui , étant uniquement et 
exclusivement employée à faire varier la vitesse, n'exerce aucune pres- 
sion sur la trajectoire, l'autre normale qui (abstraction faite du frot- 
tement ) n'a aucune Influence sur la vitesse , son effet unique et exclusit 
étant de presser la trajectoire. La pression totale est donc la résultante 
de cette dernière force et de la force centrifuge , forces qui agissent, 
toutes deux , dans le plan normal à la direclrice k double courbure , 
mais qui n'ont pas les mêmes directions sur ce plan. 

Je désigne par jT la pression normale totale qu'il s'agit de déter- 
miner, par /f la résultante générale des puissances sollicitantes X^ l^ 
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et Z éiant les composantes de R respectivement paralUles aux x ^ 
et s ; par G l'angle que forme R avec IVIiJment de courbe ^- sur 
lequel le mobile se trouve au moment ou la prebsion JTa lieu, je fais 
JI = R sin. © ^ la composante normale qui , sans influence sur la vi- 
tesse , a, pour elTet unique et exclusif, la pression de la Irajecloirc , et 
je désigne pary, g, h , respectivement , les angles formés par la direc- 
tion de U et par les axes des .r , ^ et c. 

OazR = l/'x^~\-Y'+Z' \ l'équation (4) de l'art. 8^9 donne la val 
leur décos. S et les équations (2) de l'art. 83o donnent celles des cosînu' 
des angles y^ ^et h ; le contenu des art. cités se rapporte au mouvement 
libre, mais les déterminations dont je viens de parler n'en sont pas moins 
indistinctement applicables à la trajectoire libre et à la trajectoire Jïw 
céej on a même, dans le deuxième cas, l'avantage de pouvoir déduire 
immédiatement, des équations de la directrice, toutes les valeurs dé" 
pendantes de la position du mobile , et parmi ces valeurs se trouvent 
celles de X, V et Z , lorsque dans l'hypothèse des art. SaS et 921 les_ 
forces sont fonctions des distances de leurs points d'application à de» 
points fixes pris sur leurs directions. 

Les expressions de (^ ,f, ffet /i étant ainsi doni:ées par les équations 
des articles 829 et 83o, et la valeur, constante ou variable, de R étant 
aussi supposée connue, les sommes des corn posantes, respectivement p 
rallèlesaux Xyj'etz des deux forces normales A''et/7'j sont, enconservaid 
la signification donnée, art. gaS et 926, aux lettres rj n'j n", n'" et désM 

gnantla vitesse par c, cas. n' + 17 cos-^j cos. n" + 17 cos. g ^ 

■ COS. n"'+ iZcos. A et ont pour valeurs respectives, déduites des 

équations des art. 829, 83o et 926, en observant que /7 est la quantité 
désignée par N aux art. 829 et 83o , et que ^s est pris pour la difTi- 
rentielle constante , 
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Soient K,, K„, K,,,, respeclivemeiit, la t.'", la a.' et la 3.» de ces 
composâmes, h,, /(„, k,,, les angles respectifs formés par la pression 
normale totale 7^ et par les 3~ j j' et 3 on a 

(i)...J , f^, , ^n r ^n, 

* ' jcos. A,= ~jT j cos.k,,^ —jT- j COS. i<,„^ — p— - 

La valeur de la force r peut , en observant que le cosinus de l'angle 
formé par ses deux composantes TFet TV a pour valeur cos.y'cos. n' + 
cos.^ cos- n" + COS. // COS. n'"^ et, en désignant cet angle par ^^ se 
mettre, art. 5i , sous la forme 

W r^ y/i^+N' + znNcos.À. 

928. Pour avoir égard au frottement qui peut avoir lieu aux points 
de contact successifs du mobile el de la paroi du canal dans lequel ce 
mobile est enfermé, il faut observer que ce frottement a lieu uniquement 
en vertu des forces normales /Tct N, et qu'en appliquant, au cas dont il 
s'agit ici, les notions établies depuis l'art. 6o5 jusqu'à l'arl. 621 , les 
résistances qui en résultent peuvent, F désignant un coefficient constant, 
être considérées comme les effets d'une puissance /'^dirigée suivant la 
trajectoire et agissant en sens contraire du mouvement actuel du mobile. 

La valeur et la direction de J^ sont données jiar les équations (i) de 
l'art, précédent, Pcst un coefficient connu par expérience, et f-n devra, 
tant dans la valeur de la vitesse i' que dans les autres expressions ana- 
lytiques dans lesquelles entrent les puissances, substituer aux compo- 

santés X^ T'y Z les nouvelles composantes respectives X j — FT'j 



r— 



■ rrj z- 



4- 



On peut encore traiter la question dans riiypDlhi.'SC de la résistance 
d'un milieu traversé par le mobile, résistance qui est, en généralj une 
force retardatrice , tangentielle comme la précédente el agissant aussi 
Comme elle dans un sens contraire h celui du mouvement actuel. Ainsi , 
l5 étant le signe de fonction, il faudra combiner, avec les forces desquel- 
les résulte 11- mouvement , la force tangentielle — i^('') qui doit son 
existence à ce même mouvement. 

Je me borne k ces indications générales sur des cas qui rendent l'a- 



lalyse fort-' 
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, lorsque les forces c; 



, lant aux actions < 



-compliquée, lorsque le» forces qui entrent dans la coinpi 
sition de X, F et Z sont dirigées dans des plans dinVrenis , et qui, 
faisant dépendre une partie des causes auxquelles les variations de la 
vitesse sont ducs de cette vitesse elle-même, ûtenl les moyens de sim-a 
plification fournis par l'iiypolht-se des art. 828 et 921 , en ne permettai 
plus de regarder la valeur du quarré de la vitesse comme compo* 
d'un terme constant et de l'intégrale d'une fonction de la forrae/(/'<^H 
dans laquelle P est fonction de^. 

De la prcsiion que rait éprouver à une courbe plane , sur laquelle il est oblîd 
de se mouvoir, un point matériel sollicité par des forces quelconques, dn 
gées dans le plan de cette courbe , en ayant égard 
forces qu'à la vitesse du mobile. 

929. Je rapporte les positions des différents points de la trajectoii 
aux coordonnées rectangulaires JOjj, l'axe des x et celui des j" étant 
deux lignes de positions fixes, sur le plan de cette trajectoire, dont le 
point d'intersection est l'origine commune de 00 et de^ s la distance du 
mobile à un point fixe de sa trajectoire, mesurée dans le sens de cette 
trajectoire , sera représentée par s. 

Je décompose chacune des puissances qui agissent sur le mobile 
deux composantes respectivement parallèles aux x et aux^, et je 
signe par A' la somme des composantes parallèles aux x et par V 
somme des composantes parallèles auxj^. 

J'appelle r la pression totale cherchée qu'éprouve la trajectoire 
point où se trouve actuellement le mobile , au bout du temps t, N éti 
\a. force centrifuge qui représente la partie de la pression dueàlavîti 
du mobile , et II l'autre partie de la pression due k l'action des puissances. 

II est évident que les pressions iVet II ont lieu dans le plan delà tra- 
jectoire, puisque ce plan renferme la direction du mouvement et celli 
de toutes les forces sollicitantes ; de plus N et H doivent être normï 
à latrajectoire,car, si on supposait que l'une ou l'autre de ces pressions! 
avec la tangente un autre angle que l'angle droit, on pourrair ramenerson 
effet à celui de deux forces, l'une normale, entièrement employée à pres- 
ser, l'autre tangentielle; mais comme l'effet de la dernière composant 
pour presser , est nécessairement nul, cet effet doit être, entièi^rfit 
nttribué à la première, et la seconde est nécessairement égale à yéro, 
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N etH ont donc leur», directiom ttir la ligné du rayon de Courbure, et 
la pression totale se compose de leur somme iV-f-ZT c'est -à -dire qu'on a 

r=N+n. 

980. Cette identité des lignes de direction de Pftt lî, qui permet de 
les composer par somme ^t^i^ principalement, ce qui rend l'analyse du 
cas actuel de la pression d'une tourbe plane beaucoup plus simple que 
celui de la pression d'une courbe â double courbure traité depuis l'art. 
924 jusqu'à l'art. 9^8. Dans ce cas général les pressions N et H sont, 
à la vérité, dirigées dans un même plan normal, mais elles font un angle 
entr'elles dans ce plan et, de là, la complication inévitable des formules 
qui donnent la valeur et la direction de JT. 

Cependant on peut déduire très -aisément de ces mêmes formules la 
valeur de i^dont on a besoin en ce moment, pour cela on supprimera 
des équations de l'art. 9^7 tout ce qui a rapport à la coordonnée z et 
à la force Z et on aura, 

if^ddx dy Xdy — Ydx 



(i).. 



K! ^ 



d$^ ds ' ds 



_ v^ddy dx Xdy — Vdx 

ds^ ds ds 



J'observe que datis l'hypothèse de ds cotidtant , r désignant le rayon de 

dyds , , dwds . • 

courbure , on a ddx = -^ j ddj-= j ce qui change 

les valeurs précédentes en 

dr f u» xdy-rdx \ . 

^= -dryT"^ — di — )" 

d'où , en observant que dj^ + dx^ = ds^ , 

ç^ Xdv—Ydx 

(3) . . . r= ï^i7+jf,7=^-7- + —^ i 

' K, dy , Kf, dx 

(4) . . . cos.A,= -jr = —^S cos.*„ = -j^ = ^ . 

On voit que le terme répond à celui qui, dans les formules gêné- 
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Taies, TcprëeentaitiV OU Uforcétentiifage dépendant exclusirement de 

la vitesse : le terme ^ , - étant la valeur de 77 bu de la par- 

ds 

lie de la pression due à l'action des forces. 

981. Le problème que je viens de résoudre est lié à une théorie avec 
laquelle les élèves ne sauraient être trop familiers ; je crois devoir, par 
ce motif, en donner une solution immédiate, qui ne soit pas déduite, 
comme cas particulier, d'une solution plus générale. Je remarque d'abord 
que , si des deux quantités TV et H on ne voulait avoir que la force cen- 
trifuge N f due à ta seule vitesse, il suffirait d'appliquer, purement et 
simplement, à deux éléments const-cutifs de la trajectoire plane, le même 
raisonnement qu'on a appliqué art. 9^5 à deux éléments consécutifs de 
la trajectoire & double courbure, puisque le résultat auquel je suis par- 
venu à l'art, cité est fondé sur ce que les deux éléments consécutifs de 
la trajectoire, la direction du mouvement du mobile qui les parcourt, 
et le rayon principal de courbure sont dans un même plan ; ainsi , dans 
la trajectoire plane comme dans la trajectoire à double courbure, on a 

(■) "=-y-- 

Quant à l'identité de direction de N et 77 suivant la ligne du rayon de 
courbure, je n'ai rien à ajouter à ce qui a été dit, art. 929, et j'ai en 
conséquence l'équation 

(a) r=IV+IT. 

Je vais maintenant chercher, par des procédés immédiats, la valeur géné- 
rale deT^dans la trajectoire; cette valeur se composera du terme 
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Ensuite, si le mobile est obligé de suivre, sur ce plan, une courbe dé- 
terminée, je considère la réaction jT de cette courbe contre le mobile, 
comme une force particulière qui, combinée avec les forces X et Y , 
réduit la question du mouvement ybrce à celle du mouvement libre. 

La force X*^ d'après ce qui précède , agit suivant la ligne du rayon 
de courbure, et pour fixer les idées, sur son sens d'action, on peut sup^ 
poser que le mobile se meut sur la concavité de la courbe VMW^ en Fîg. 6. 
allant de M en JV et exerçant une pression normale dans le sens N'MN^ 
de laquelle résulte, par conséquent, une réaction dans le sens NMN' j 
l'angle jP^-^-JT étant celui des a? et^ positives, la réaction r tend k 
éloigner le mobile de l'axe ^Xet à le rapprocher de l'axe j4Vj c'est-à - 

. dy 
dire à augmenter les^ et à diminuer les x j ainsi le cosinus -^-— de 

l'angle obtus X'MN' ^ formé par MN' et par l'axe des x doit avoir le 

dx 
signe négatif, le sinus — = — du même angle qui est le cosinus de l'angle 

as 

aigu VMN' prenant le signe positif, toutes choses compatibles avec 
les valeurs positives de dx j dy y X et 1^ et supposant seulement la 
relation de X à JT telle que le mobile soit , à l'instant où on considère 
son mouvement , appliqué contre la concavité de VMW. Les cosinus 

^et ~ — ont des signes contraires à ceux de cos. /r, et cos. /f„ , 

as as n 

équations (3) de l'art. 980 , parcequ'ici j'emploie la réaction de la 

courbe contre le mobile, au lieu qu'à l'art, cité r représentait l'action 

contraire du mobile sur la courbe ; mais cette différerice de signes n'a 

aucune influence sur la valeur ultérieure de jT. 

D'après ces explications , et en suivant la marche de raisonnement 

de l'art. 918 on trouvera aisrment que les équations du mouvement 

forcé %\xx la courbe VMÎV^ ramenées au cas du mouvement libre ^ sont 

(4)- • • • -^ ^ 

\{^y{^^^^y- 

Pour en déduire la valeur de JTje multiplie la i.'« par dy, la 2.« par dx 
et je retranche la dernière équation produit de la i.", ce qui donne, 
en observant que dy^-\ dx^ =^ ds^ et prenant la valeur de F , 
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dx fdys dr ,(dx\ dx' r^ dx\ ^ JiV\ 
~Sr\Si) dl'Kjû)'^ dp \di- dt)'°'d?\3i)' 



r= 



"2?- 



■A 



subetiuiuit }KMr d^ sa valeur - 



<^) 



ds 



xdy — rdx 



Je n'ai supposé aucune difTérentielle constante et dans ce cas , 

<Ù3 , Xdr—rdx ... , 
'* = . : le terme *~ï qui n est forme que 

de quantités du i.«» ordre est indépendant de toute hypothèse wr le 
mo4ule de diATércntielIe, on a donc 



(5). 



ds 



valeur identique avec celle de l'équation (3) de Tart. 980 y »- est la 




lion par if mitres moyens don^ U^ pluif direct et le plus simple cgnsiste k 
«attacher ce Qiobile à Textrémîté 4'mo ^1 qui^ pendant le mouvement , 
ou s'enveloppe autour d'une ligne ou surface courbe , ou se d^velpppe 
après avoir été d'abord plié suivant une certaine courbure. 

Bornant cette considération aux courbes planes, on conçoit aisément 
que si un fil attaché , par une de ses extrémités, à un point d'une pareille 
courbe et enveloppé sur une portion convexe de cette courbe, tient un 
corps attaché à son autre extrémité, en donnant à ce corps une impul - 
sion, telle que le fil se développe successivement sur le plan de la courbe 
en restant toujours tendu, le mobile, considéré comme un point ma- 
tériel, décrira une autre courbe déterminée. On peut se donner la courbe 
développée, en déduire la développante y et réciproquement. L'emploi 
de ce moyen dans les arts n'est pas sans exemple ; le fameux Huyghens 
s'en était servi pour obtenir des oscillations /VocAro/ze^ quelques fussent 
leurs amplitudes, d'après une théorie que j'exposerai bientôt. 

933. Le fil est continuellement perpendiculaire à la courbe décrite 
et sa tension mesure la pression que le corps ferait éprouver à une 
courbe matérielle sur laquelle il serait obligé de se mouvoir ; cette 
tension mesure aussi l'intensité de la puissance normale à la trajectoire , 
qu'il faudrait continuellement appliquer au mobile, indépendamment 
de celles qui agissent déjà sur lui, pour lui faire décrire, lilnement, 
la même courbe sur laquelle il est obligé de se mouvoir, quand il est 
ou attaché à un fil ou enfermé dans un canal. 

La valeur générale de la puissance normale dont je parle est celle 
de 7^ donnée art. 927 ; mais , en se bornant à la considération des trajec - 
toires planes, la force normale qu'il faut substituer à la tension d'un fil 
ou à la résistance de la paroi d*un canal , pour retenir un mobile sur 
une courbe, donnée à l'artice 981, équation (6), a pour expression 
i^ Xdj — Ydx 

~r + ih • 

Les puissances qui sollicitent le mobile étant supposées fonctions des 
distances de leurs points communs d'application à des points fixes pris 
sur leurs directions respccûves, la vitesse i^ et les composantes Xet 1^ 

auront des valeurs dépendantes de la position du mobile et l'expression 

if% Xdy Y dx 

+ — ^^—i '" pourra toujours se transformer en une fonction 
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àe x,^, et de leur» différentielles. Dè»-lor8 oo a une équation fonda- 
mentale pour la détermination des trajectoires planes, dans le cas du 
mouvement libre j en faisant 

^ Xdy — rdx 

V* 
équation par laquelle on énonce que la force centrifuge — - fait con- 

tinuellement équilibre à l'action normale =^— ^ de» forces , 

et qu'ainsi la trajectoire est parcourue //iremenf sans qu'il soit néces- 
saire de retenir le mobile sur cette courbe par le moyen d'un fd ou 
d'un canal ou & l'aide d'une force particulière. 

Digreuion var la vérification du priucipe de U petanteur universelle que 
mouvement de la lune a fourni à NenCon. 

984. Les premiers Géomètres qui se sont occupés de la théorie nevr- 
tonîene ont tiré beaucoup de parti de la considération de l'équilibre 
entre la force centrifuge et l'action de la force centrale prise norfaia • 
lement à la trajectoire; son emploi le plus remarquable est assuré- 
ment celui qu'en a fait Newton lui-même pour vérifier ses premières 
conjectures sur la loi de la gravitation universelle; voici, à cet égard, 
les explications que j'ai promises art.891.Oo est assuré, par des moyens 
indépendants de tout système d'astronomie physique, que la lune dé- 
crit autour du centre de la terre une courbe qui peut, dans des calculs 
de vérifications sommaires, être regardée comme circulaire. Il est bien 
naturel, lorsque ce Jail est constaté, de penser que la lune, dont le mou- 



le 
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GetR étant constants , U le sera aussi ; soit ^ la vitesse angulaire de 
la lune^ on aura U = R^, d'où 

(a) G = R^. 

Uangle y décrit par le centre de la lune pendant une seconde sexagësi - 
maie de temps, est, en parties du rayon des tables pris pour unité, 
= 0,00000266 1 6 ; désignant par p le rayon de la terre on a /î = 60, 1 38. fi 
d'oii 

(S = 6o,i38^^^ 

Telle est la valeur absolue de la vitesse que communiquerait à un 
mobile, en exerçant, sur lui, une action constante pendant l'unité de 
temps, la puissance qui pousse le centre de la lune vers le centre de la 
terre , et ce résultat, fondé sur la théorie générale des forces centrifuges, 
est indépendant de toute hypothèse sur la loi à laquelle G peut être 
soumis ; il s'agit maintenant de vérifier si G a , par rapport à la pesanteur 
g, qui a lieu à la surface de la terre, une valeur compatible avec la loi 
de la raison inverse du quarré des distances, ce qui se réduit à vérifier 

siGR^=gp^ ou SI -^^ L-il2- = ,, 



Faisant le calcul, on a 

3 log. 60,1 38 
log. f . . . 
2 log. y = . 
comp.^ log. g 
somme = • . 



= 5,33745 
= 6,8o388 
= 1 2,85o29 
=T,oo838 



0,00000 = log. I . 

Ijes forces G et g sont donc réciproques aux quarrés des distances de 
leurs points d'application au centre de la terre. 

935. J'ai dit à l'art. 891 qu'on pouvait arriver à ce résultat « par la 
M considération de la différence entre la sécante et le rayon d'un très- 
« petit arc de l'orbite parcouru pendant un temps donné , différence 
4f qu'on peut, vu la petitesse de l'arc, regarder comme égale au sinus 
« verse. » Ce moyen de résoudre la question, employé par Newton , est 
fondé sur l'égalité qui existe entre la quantité dont le mobile s'écarte 
de la tangente à son orbite pendant un temps infiniment petit dlj dans 
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le sens du rayon vecteur j et l'espace initial que la force centrale lui ferait 
parcourir, pendant le même temps et dans le même sens, s'il n'avait 
poil» de vltnse âutouf du «entre d'âctioii ; ot- l'arc de l'orbite, décrit 
pendant i " , peut , eu égard à l'extrême petitesse de sa valeur angubîre % , 
être pris pour un arc élémentaire ; on ■ donc (en observant que 7 G est, 
art. 704, la chute du mobile vers le centre de la terre pendant l'unité 
de temps, ou l'espace que la force centrale lui ferait parcourir en 
exerçant sur lui une action constante pendant \" , sa vitesse initiale 
étant supposée nulle) 7 G = fl (^sécante y — 1) = /î sinus verse y. 
L'espace 7 G se trouve ainsi exprimé en fonction, soit delà sécante, soit 
du sinus verse de l'arc dont le rayon ^Bet qui est parcouru pendant i", 
conformément à ce qui a été dit à l'art. 891 ; et pour savoir si le rapport 
de 7 G à l'espace correspondant j g, parcouru par les graves , près de la 
surface de la terre, pendant la première seconde de leur chuté, (rapport 
qui est celui des forces G et g) s'accorde avec la loi de la raison in- 
verse des quarrés des distances , il ne reste qu'à vérifier l'équatïon 

/îsin.versey P* . - . _ , . n^psin.verseO 
— ' — r- — ** =-*î~ QUI en faisant fl = ffp devient —*---r- ^^i. 

La propriété des petits arcs donne sin. yer^e^^f sin.^Jj, ainsi pour 
procéder, par la méthode newtonienne, à la vérification numérique qu'on 

trouve à la fin de l'art, précédent , on peut, à la formule — X2_ s= i 

/ï^psin'U ^ 

substituer ' " = i, en désignant, paf/ïj le rapport du rayon 

de l'orbite lunaire au rayon de la sphère terrestre. On obtiendra le même 
résultat par l'une ou l'autre formule, car la valeur angulaire de y, l'unité 
de durée étant la seconde sexagésimale, n'est que de o" fiif^, ancienne 
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Formules diverses relatives à la force centrifuge produite par lo mouvement 
circulaire. Détermination de la force accélératrice due à la pesanteur dans 

- le cas où la terre n'aurait aucun mouvement de rotation autour de son axe. 
Valeur de la rltessc horizontale qui annulerait l'effet de la gravité. 

986. On peut donner à Texpression de la force centrifuge dans le cercle 
diverses formes propres à faciliter les conséquences auxquelles la thé- 
orie conduit. 

D'après la relation établie» par I équation iV= de Tart. . 981 , 

entre les quantités Nj Vj et r^ si T est le temps total employé par le 
mobile à parcourir le cercle, décrit d*un rayon B^ sur lequel il est as- 
sujetti à se mouvoir avec une vitesse angulaire constante y, et jt la demi- 



circonférence dont le rayon = i , ce qui donne ^ = — «7- ^ on aura 

la valeur est donc éeale à R \ sécante l Rr) — i } =i?< . „ ^> ' — i >= 

4j — cos.(8r)l sin.verse(ljr) ^ . \,.^ ^ . -^ 

^ \ ca>,(8r) /= cos.(»r; ^' ^" ^^^' ^^^^ "^'^ ^*"' ^" '"' 

d'une petite valeur de l'angle ^ Tj qui permet de faire cos. ( y 7]=:i , l'ex- 
pression se réduit à R siu. verse ( ^ f)) et cette réduction pourra s'appliquer 
au cas de r= i^' si l'angle J{ est, lui-même , très -petit. Mais sin. çerse ( g r) =^ 
a sin.* ( f ^ ^) 9 donc la valeur ultérieure du prolongement du rayon , compris 

entre l'orbite circulaire et la tangente, est t~ — r R^ valeur à la- 

COS. l T'y 

quelle on peut^ lorsque ^ est très -petit et T égal à l'unité, substituer l'ex- 
preesîon ^ R s!n.* ^ au moyen de quoi il est permis de changer, comme je l'ai fait 

j I , 7ï^ P sin. vers. U /i*f>sîn.*}{ m i . 

dans le texte , — «-* — ; en = ii- . Plus le temps T sera polit 

ts^ s 

1 )• 2sin.* (t8^ ) , 1 1,. . . I 

€5t plus! espace r-jj — r — R^ s approchera d être rigoureusement égal 

A la chute du mobile dans la direction du rayon vecteur, correspondante à 

la durée T de l'action de la puissance , telle qu'elle aurait lieu si ce mobile était 

Attiré, pendant ce temps T^ sans avoir eu de vitesse initiale ; lorsque T est in- 

% sin." (— H ^) 
fioiment petite ou égal kdi ^ th — T"^ ^ devient -J g* Rdt^ et a pour va- 

COS. l * J 

leur \Gdt* , valeur qui se déduit aussi , soit de l'équation (a) de l'art. 984 , soit 
4es formules générales du mouvement varié» 

i ^7 



«■■ 
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«Lorsque plusieurs mobiles décrivent uniformément des cercles de 
« mêmes rayons, leurs forces centrifuges sont réciproques aux quarri-s 
<i des temps qu'ils employent à faire leurs révolutions , et si ces temps 
« sont égaux , les forces centrifuges sont proportionnelles aux rayons 
« des cercles décrits». 

Soit, encore, ff la hauteur due à la vitesse /ïy, ou U, on aura U*^s.gli, 
en désignant, par gj la force accélératrice de la pesanteur à la surface 

£73 
de la terre , et l'équation N := — jr- j se changera en 



w- 






987. L'équation (i) de l'article précédent aurait pu se déduire de 
l'équation (3) de l'art. 890 appliquée au cas «u les circonstances initiales 

du mouvement d'une planète la déterminent à décrire un cercle ; 

r a" 

représente, dans ce cas, la force centrifuge N, le demi-axe a représente 

1 r, .>- ■ . A 4^* 

le rayon Ji et on a, par 1 équation citée, — — = — mi — • **• 

La vitcssed'uneplanètepinsiassujettieà décrire un cercle est, équation 
(2) de l'art. 89^ (en introd uisa nt, dans cette équation, la conditiona ^ /) 

égale à 1/ ou à 1/ — p • a, <y{presslon équivalente â V^JVil qui , 

est la valeur 1/ dans les formules de l'article précédent. 

Celte vitesse U avec laquelle le mobile se meut sur la circonférence 
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988. La terre faisant , art. 676 , une révolution sydcrale autour de 
3on axe, en 86164" de temps moyen, un point quelconque de sa sur- 
face a, art. 986 , équation (i) dans le plan du parallèle sur lequel se 

trouve ce point , une force centrifuge N = 1 -^ — * ^ — ^ | . 7?^ le 

rayon R du parallèle , est dans l'hypothèse de la sphéricité de la terre , 
égal au produit du rayon d'un grand cercle par le cosinus de la latitude 
et la valeur précédente devient, art, 5l65, L étant la latitude, 

(,) . . N= I^J^^^ii^y x6366i98°^ ( cos.Z = o,o33853 cos. L 

la direction de cette force A'^fait avec la direction de la pesanteur, un 
angle égal à celui de la latitude, ainsi son action dans le sens de la ver- 
tical, action que je désigne par N'j a pour valeur 

(2) iV'=o,o33853 COS.* L. 

Cette force TV' est l'excès de la pesanteur qui aurait lieu si la terre n'avait 
aucun mouvement de rotation autour de son axe, sur la pesanteur ré^ 
sultant de l'attraction de la terre combinée avec la force centrifuge ; 
soit ^ cette pesanteur hypothétique et g la pesanteur effective, on a 

(3) ^' = ^ + o,o33853cos.*Z. 

On peut, pour plus d'exactitude, avoir égard aux variation» de^^ à 
différentes latitudes; je ferai, en conséquence, comme à l'art. 709, 

ff = 9,77980 + o,o5 174. sin.* L j 
et introduisant cette valeur dans l'équation (3), on a 

(4) ^ =9,81 365 + 0,0 1789 sin.^Zr^- 

ious l'équateur, où cos. Z = i , g^ surpasse g de la valeur entière de 
N^ = o,®o3385, c'est- à -^ dire que la force centrifuge diminue de 
o,™o3385 la vitesse qu'un grave acquerrait pendant la première seconde 
de sa chute si la terre ne tournait pas ; cette diminution est d'environ j^ 
de g^. Au pôle, où sin. Z= i , et cos./^ = o, on a N^ = o çtg^ = gj 
ce qui est d'ailleurs évident, la force centrifuge devant être nulle pour 
tous les points placés sur Taxe de rotation. 

N 2II 

989. L'équation (2) de Tart. 986 donne = — =— j et, en^sup- 

posant N=^ gy on ^ II={ H j ainsi « lorsque la vitesse constante du 
ic mobile, sur lecercle qu'il ejst obligé de décrire^ sera celle qu'acquerrai |; 
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•< ce mobile en tombant d'une hauteur égale à la moitié du rayon du 

« cercle, sa force centrifuge sera égale 4 son poids»< 

Ji étant le rayon du globe terrestre , si un corps étoit lancé dans le 
plan de l'équaleur, prte de la surface de la mer, avec une vjtesse hori- 
zontale = V^gRf ce corps, d'aprfrs ce qui vient d'élre dit, ferait, en 
vertu de sa force centrifuge, pour s'éloigner du centre de la terre, un 
effort égal à celui q»ie l'attraction terrestre exercerait sur lui pour le 
rapprocher du même centre ; il devrait donc, (dans l'hypothèse oii son 
mouvement aurait lieu dans le vide) se maintenir constamment dans 
une orbite circulaire et devenir un satellite de la terre. 

Cette proposition se déduit fort -simplement des équations (i) de l'art. 
908 et (s) de l'art. 909, qui se rapportent au mouvement elliptique 
des planètes ; si on y introduit les conditions de l'orbite circulaire a=^R 
et sin. fA=.i, dont l'autre condition e =0 est une conséquence, on a 

i/=l/— 7;-= l/l -s— • 7/î |or-=- est, art. 8B9, la force accéléra- 

trice à la distance fldu centre d'action, eil/ I — -— .i/t I est, art. 708, 

la vitesse qu*Bcquerrait le mobile , animé de cette force accélératrice 
supposée constante, en tombant sur le centre d'action de la hauteur 7 R, 

c'est -à-dirt quel/ -^ j est la vitesse due à la hauteur ^ /t lorsque la 

pesanteur a pour mesure la force accélératrice résultant de l'attraction 
rxercée à la distance R. 

Sous l'équateur, l^gR = l/'ç,y;ç^X.63y6^66 = '/8ç6'^,^; ainsi la 
vitesse qu'il faudrait imprimer k un corps, pour rendre sa force centrifuge 

pesaiileiir, est rgaleà environ 16 fois celle d'un boi 
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point matériel assujetti à parcourir une ligne donnnée , suppose que ta 
courbure de cette ligne est assujettie k la loi de continuité} sans cette 
condition, la valeur générale de la vitesse, art. 919 ne serait pas admis- 
sible» cette valeur n'étant applicable qu'au cas où les variations de v ^ 
sont dues uniquement aux actions des puissances , de telle sorte , que 
lorsque les puissances sont nulles , la vitesse initiale se conserve , arl . 
'9^0 quelle que soit la forme de la trajectoire ; or ces propriétés ces- 
seront d'appartenir au mouvement dès que la trajectoire aura , sur sa 
trace j une ou plusieurs couples de lignes ou d'arcs formant des angles 
finis à leurs points de réunion. La vitesse du mobile éprouvera un chan- 
gement brusque et fini , à chacun des sommets de ces angles, qui ne 
permettra plus de lui appliquer les formules générales ci - dessus dé - 
montrées. 

941. Je vais , pour éclaircir ces propositions générales , donner un 
exemple simple du mouvement d'un point matériel sur MVitXx^ç discon- 
tinue qu'on pourra aisément comparer avec le cas analogue de mouve- 
ment sur une ligne continue. Soit un système de tubes rectilignes mis 
bout-à-bout de manière à former une portion de polygone , dont les 
côtés peuvent être ou n'être pas dans le même plan ; je suppose que 
ce système se trouve mis dans une position fixe et telle que, si par un 
sommet d'angle quelconque du polygone, on mène un plan horizontal, 
les deux côtés adjacents à ce sommet d'angle, se trouvent, l'un au-^dessus 
et l'autre au-dessous du plan dont je viens de parler, avec la condition 
qu'on n'ait nulle part, dans le polygone , un côté vertical ayant, pour 
prolongement inférieur, un côté horizontal. 

Dans cet état des choses un point matériel pesant introduit, dans le 
tube poligone, par l'ouverture supérieure, descendra, en suivant le péri- 
mètre de ce poligone, jusqu'à l'issue inférieure et il s'agit de déterminer 
les circonstances de son mouvement ; je supposerai que la vitesse initiale 
et le frottement sont nuls. 

Je désigne les côtés contigus du polygone par 1 .^, 2.«, 3.«, etc. n.* côté 
en commençant par le côté supérieur qui est le i.«' côté. J'appelle 
h' y A"^ h'^' , etc. ACn), (/i) étant un numéro d'accentuation) les difTérences 
de niveau, respectives, entre les points extrêmes du i.«', du 2.«, du 3.^ 
Pic. du n.« côté, cJ ^ eJ' ycJ" y et<^. fi>("), les angles que forment entr'eux 
es côtés contigus de manière que l'angle numéro f°J, ou û?W, soit celui 
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que (orme le côté numéro n avec le câté(n+i); enfin ^(■>)'nt la Vtteses 
xlont jouit le mobile au point inférieur du côté n." (n)- avant d'avoir 
changé de direction, et ^/"ï est ce qui devient, à l'instant méme.cetie 
vitesse par l'effet du changement de direction ou de l'angle que forment 
entr'eux les côtés n."' (n) et (n + i). 

On a une relation immédiate entre le» vitesse FM et /^/"ï, par la 
dt'composition de la vitesse FM en deux autres dont l'une soit perpen- 
diculaire au côté numéro (n + i ) et l'autre dirigée suivant ce côté ; la 
première composante sera détruite (le mobile est supposé entièrement 
dépourvu d'élasticité) et la seconde qui aura pour valeur P'M cos. »("), 
sera la vitesse au point supérieur du côté numéro (n + i) ainsi on aura 

(i) r,m = FMcos.G>M. 

La vitesse FM ^ qui est celle du mobile au bas du côté n,° (n) 
dc'pend de la vitesse /^,('' — ') correspondante au point supérieur de ce 
côté et de la vitesse engendrée par la pesanteur pendant que ce même 
côté a été parcouru ; on a art. 770, et 791 équation (3) 

(s) {Fmy=(F,(.''-'))- + 2é:hmj 

DU en observant, équation (i), que F,(.'^~0=: ^C"') cos. «(""O 

(3) (FMy:= (rC°-i)cos.oC--'))» + â^M°>^'' 

si partant de la valeur F' ^ y' ighf , on forme successivement, d'après 
cette équation, les expressions de F"^ F'" , etc. en substituant toujours 
dans l'une quelconque de ces expressions la valeur, en /(et », de la vitesse 
du numéro immédiatement inférieur, on parviendra à l'équation générale 
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au point inférieur (sa masse est censée = i) aurait été, art. 768, égale à 
^g{h' + h'' + A'^'+etc. + hM). 
La perte de force vive est donc 

+ //(''-^)(l— COS.* Û^C"-**) COS.* G?(°-0) 

+ etc. 

+ A'(i — COS.* c/ COS.* o" .... COS.* cjC^-O). 

» 

et on peut disposer les angles œ de manière à donner à cette perte de 
force vive une valeur arbitraire entre o et 2g{hf + h" + etc.). 

Le cas de la perte de force vive nulle est celui defi7'=o, ry =0, »'''= o, 
etc. ; tous les côtés du polygone sont dans la même direction et on a 
cosi o' = I ^ COS. cû" = I j etc. la vitesse au bas de la chute est 

\^ \ ^g(J^' + f^" + ^^c.) + //(") } conformément à la théorie du plan incliné. 

948. On peut supposer que chacun des côtés du polygone et chacun^ 
des angles aigus que ce côté forme avec le côté qui le précède et celui 
qui le suit sont infiniment petits, le nombre de ces côtés étant infini ; 
on aura, dans ce cas, une courbe à simple ou double courbure ; tous 
les cosinus qui entrent dans le %.^ membre de l'équation (4) de l'art. 941 , 
deviendront égaux à Tunité , et il restera, dans ce 2.« membre, la 
somme des hauteurs élémentaires dont le mobile s'abaisse en parcourant 
chaque élément de la courbe; ainsi, H étant la différence de niveau 
entre les deux points extrêmes de cette courbe, la vitesse finale aura, 
pour valeur, \/^2gH. 

944* On voit par ce résultat que lorsqu'un mobile pesant descend d'un 
plan horizontal supërieurà un plan horizontal inférieur, il acquiert, au 
bas de sa descente , une vitesse due à la distance verticale des deux plans , 
quelle que soit la courbe qu'il ait suivi dans sa marche, pourvu que 
celte courbe soit continue. 

Propriétés générales du mouvement d'un point matériel pesant assujetti à pav- 

' courir une coui^bc quelconque fixe et continue. 

945. Le théorème de l'article précédent auquel je suis parvenu en 
considérant une courbe à double courbure comme la limite d'un poly - 
gbne dokit les côtés ne sont pas dans un même plan^ va se déduire 
fort -aisément de la valeur générale de Ifi vitesse, art. 919. 



s.i6 Dynamique élémektaihe. 

Pour donner plus d'étendue aux conséquences que j'ai à tirer de cette 
valeur, je prends le cas d'un tube ou canal fixe, k simple ou double 
courbure, ayant la funnc d'un syphon renversé, placé entre deux plans 
horizontaux, de manière que ses deux extrémités soient dans le plan 
supérieur et que sa directrice soit tangente au plan inférieur; les deux 
branches ascendantes, qui peuvent être ou n'être pas semblables, n'étant 
ussujetties, dans leurs courbures particulières et dans leurs réunion, qu'à 
la toi de continuité. Je suppose que le plan horizontal inférieur est celui 
des ns,y, et je place, au point de contact de la directrice avec ce plan, 
l'origine des coordonnées x ^yçi 3 j les 2 positives se comptant de bat 
en haut. 

g continuant à désigner la force accélératrice due k la pesanteur, on 
aura à introduire dans l'équation de l'article cité les valeurs X=o^ 
J^=o_, Z^=y— s, ce qui donnera 

• (i) c3=t7a — 2g-a; 

si le point matériel est introduit dans le syphon par une de ses extrémités, 
qui se trouvent dans le plan horizontale supérieur, sans vitesse initiale, 
un aura, H étant la distance verticale entre les deux plans, les valeurs 
simultanées v^=o,z=^H , d'oîi £/"=;= s.gH et 

W i,' = 2g(H-z); 

lorsque le mobile sera parvenu au plan horizontal inférieur, ou plan x/, 
on aura s = o^ et la vitesse acquise sera V" zgH , égale h celle que le 
corps aurait acquise en tombant par la verticale menée entre les deux 
pUiiis, résultat identique avec celui des art. 948 et 944. 

Le mobile entrera donc dans la branche ascendante du syphon, par 
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brandie du syphon, par la distance verlicaledu mobile .lu pian Itoiizon- 
tai, passant par le point le plus bas de la directrice du syphon et qui 
doit être tangent k cette directrice pour (]ue la loi de continuité ne soit 
pas violée à la réunion des deux branches. 

Si on suppose // = 5 on a I' = 0; celte valeur est donnée, par l'état 
de la question, h l'eiitrce de la branche descendante, et par l'analyse, 
i l'extrémité supérieure de la branche ascendante, 0(1 la vilesse acquise 
au bas du syphon se trouve éteinte ; le mobile, arrivé au haut de celte 
seconde branche, doit donc commencer k redescendre, en vertu de la 
pesanteur, la branche ascendante devenant descendante et rtViproque- 
ment , la relation entre c et ; coiiiinue à éire exprimée par l'équation 
v^=l/'agCR~zj , et on volt que le mobile aura des oscillations con- 
tinuelles qui embrasseront l'étendue entière du syphon et le lui feront 
parcourir tantôt dans un sens tanltV dans l'autre. 

Les limites de sa marche sont, d'ailleurs, indiquées immédiatement 
par l'équation c = P^iff ( H — J) qui rend c imaginaire lorsque :: > //. 

947. J'ai supposé que la tangente au point inférieur de la directrice 
était horizontale ; mais cette condition n'est pas nécessaire pour faire 
remonter un point matériel h une hauteur verticale II, le long d'une 
courbe quelconqiie continue en lui imprimant, au point le plus biis et 
dans le sens du premier élément de cette courbe, une vitesse inilialc 
l^ïgH, car on a vu que la détermination de la constante Cde l'équatioir 
v^=±C — s.gz, d'iiprés la valeur de cette vitesse initiale, est indépen- 
dante -de la direction , par rapport k l'horizon , suivant laquelle elle est 
imprimée et sapi>ose seulement qu'elle est tangentielle k la directrice. 

Ainsi , généralement , un point matériel pesant , partant d'un plan ho - 
rîzontal supérieure! descendant Iclongd'une courbe quelconque, jusqu'ît 
un autre plan horizontal inférieur, a acquis, lorsqu'il y est arrivé, une 
vitesse due h la distance verticale de ces deux plans ; et en imprimant 
cette vitesse au mobile, tangent iellement à une autre courbe quelconque 
le long de laquelle il puisse remonter jusqu'au plan supérieur, il y re- 
montera et lorsqu'il s'y trouvera sa vitesse sera éteinte. 

948, Tels sont les théorèmes généraux annoncés à la fin de l'art. 781 , 
.lequel article contient les théorèmes analogues applicables aux trajec- 
toires rectilignes. Ces mêmes théorèmes générant fournissent aussi un 
exemple à la théorie démontrée art. 921 et 923. En effet, la vitcssû 
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iJlant nulle sur le plan supérieur qui repit'^ente la surface de \acp 
un suppose, à l'article cité, que le mobile doit partir, on • ^'«^ 
rêqualion («), de l'article 923, a la forme c" = o + a( — < g* -i- gH)t4 
Ç^ — ^Zj Q' = ^glf,fi l'équation Q — Q' = oàv la surface de dé^ 
devient — ^z+gf/=o, qui est, en cITel, iVquation du plan Bupêrieur. 
JjC quarré de la vitesse, au plan inférieur, est 2^/t, d'wi'i ^"*==ï* 
et lVqualiou(3)de l'art, cité prend la forme *■' = a^//+£( — £i>\ 
d'où ^'=0, ce qui réduit l'cquation Q — Ç" = o, de la surfacai 
quelle le mobile doit arriver, à — ji(i = o, é-quation du pian liurin 
inférieur sur lequel se trouve l'ongioc des coordonnées verticales 3. J'au- 
rais donc pu conclure itnniédiatement, du contenu de l'art. 9^2,:! 
ce qui a été démontré depuis l'article 944» 

Dôfîoiiîon du pendule simple. Propriétés dp son nioiivrmert djins le vide' 
anipliliidcfi des oacillalioiis êlanl quelconques. VilPBSes absolue cl angun 
Tension du fil. 



949. On appelle pendule simple un corps ou point matériel pesaar, 
suspfndu W un puint fixe par le moyen d'un fil parfaitement llexibW«t 
inextensible, (!| dont la masse est supposée assez petite pourqu'on p 
lii regarder conjnie nulle. 

Ce pendule, étaut écarté de la situation verticale et livré Ji 1 
leur , san^' vitesse initiale , décrira , dans son mouvenient , des arcs de 
cercles situés dans le plan vertical , passant par le point de suspcnsioa 
et par la direction iuilial^ du (il ; on prouvera cette proposition en.a 
ployant un raisonoenirnl semblable ^ celui dont je me suis servit- 
846 et 862, pour dcmonlrcr que les trajectoires des projectiles r 
sont des courbes planée. Les puissances , qui agissent sur ce mobile, s 
ici la pesanteur, et la résistance du (il repri-sentant une fbrce alirac 
énaanée du point de suspension ; ces deux forces sont évidemmcnlJ 
rbaque instant , dirigées duiis. un plan vertical passant par la dîn 
du (11 et par le point do suspension ; or ce plan vertical ne pouriw 
changer de posllion, autour du point de suspensirtn, qu'en veriu d'uDe 
tierce, ngissant sur le n'.tibilc, avec laquelle il ferait un Angle fini , et il 
»sl manifeste , la vitesse initiale étant nulle , qu'une pareille force, d^ 
qu'elle nVxistc pas dans le premier inst;mt du mouvement , ne pen 
exisu-r dans aucun des itastaiiis suivajils, et la même propriété ou 
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lîoii 81 le mobile recevait une impiilsioninifiale é'ing(-ç tlans le plan dont 
je viens de parler. ( La question du mouvetiient d'un pendule qu'un 
(bit dévier du plan veriical passant par le point de suspension et par 
la direction Initiale du fil , sera fraiti'e à la fin de celle section). 

jg5o. Le mouvement du jwiidule simple csl donc identique avec celui 
^qu'aurait le mobile si un l'assujeltissaît k parcourir un arc de cercle fixe, 
situé dans un plan vertical décrit dU point dé suspension, comme centre 
et d'un rayon égal à la longueur du pendule. Or j'ai démontré art. 946 et 
p^t\u,\m mobile pesant, dans ce cas, partant d'un point situé k une hau- 
teur verticale A, au-dessus dy point le plus bas de sa trajectoire, avait 
acquis, arrivé à ce point Infîneur, une vitesse due à la hauteur o , 
et remontait de l'autre côté du même point inférieur jusqu'au plan 
horizontal renrermant son point de départ ; que là . sa vitesse étant 
cpuisée, il prenait un mouvement rétrograde et redescendait au puint 
le plus bas pour remonter ensuite au point de départ , 011 , sa vitesse 
devenant encore nulle, il Se retrouvait dans son élat initial, et ainsi 
de suite. 

Le corps, en parcourant chacun des arcs qui sont placés de part et 
d'autre du point le plus bas, fait ce qu'on appelle une iiemi- oscilla- 
tion j XOicilttilion entière se compose ainsi d'une demi -oscillai ion 
descendante et d'une demi -oscillation ascendante. Il est aisé de prou - 
ver que la durée de l'une est égale à la durée de l'autre ; pour cela , 
qu'on imagine une infinité de plans horizontaux situés entre le point le 
plus bas et les deux points les plus élevés dé l'arc parcouru ; deux quel- 
conques de ces plans , infiniment voisins l'un de l'autre , renfermeront 
entr'eux un arc élémentaire de l'oscillation descendante et un arc éfjal 
de l'oscillation ascendante , et le mobile , en parcourant chacun de ces 
arcs, aura, art. 944 et yjô , hi même vitesse ; il les parcourra donc 
|>cndant le même temps élémentaire dt , d'oii on conclut que la somme 
des temps élémentaires composant la durée de l'oscillation descendante , 
■gale 4 la somme pareille composant la durée de l'oscillation as- 
c^ndsnte. 

9S I . Je vais , mainiênant , m'occuper de la déterrtii nation des phéno • 
fntees relatifs auv oscillatiotw, autres que Ceux dont il est question dan» 
V'article précèdent. Voici la nomenclature des quantités qui entrent dans 
ipartalyse. 
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La longueur du pendule = 

La liauleur verlicale du point de d^parl au . dessus du point le 
plus bas de l'arc décrit = 

Les coordonm'es qui tlt'terminent la f 
position du mobile, au bout du temps I °°' "onee veruca e . .m 
t , et dont l'origine est au point le plus! Coordonnée honzoriale= . .] 
bas de l'arc décrit. l 

fPar la verticale =i . . , 
Par la direction du 
filauboutdu lccip>I== . 

DifTérence entre ces deux angles ^y — a = 

Vitesse au bout du temps t) , , , , . ^ 

I enective danalcscm de I arc décrit =T| 

Force accélératrice de la pesanteur = 9"°j8i = 

Ona,au i.'^'" instant du mouvement , 

/ ^^ o J i- ^ o J rj ^ o J 6 ^fj t = l>. 
Au bout du temps r, compté avant que la première demi-oscillation soit 
terminée, la vitesse étant art. 946 et 946 due à la hauteur verticale dont le 
corps est descendu pendant ce temjjs, hauteur qui est égale à It — Zj oq^H 

(1} . . . . p^ = !is(l>~z)^ zg-a{cos.Û — cos.f) j ^H 

(équation qui peut se déduire immédiatement de celle de l'art. 91g n^* 
faisant X=iO, V^ Oj Z^ — jÇ et déterminant Cpar la condition des 
valeurs simultanées c^Oji=;Z'. La vitesse angulaire égale, art. 897, à 
la vitesse eiTectîve du point placé à l'unité de distance du centre fixe «^H 

mouvement, c'est-à-dire à — , se détermine par l'équation ^^M 

W ■ • • 8== ^(<-=)=^('™«-"s./).- I 

h la fin de la première demi -oscillation ,1e pendule se trouve dans la 
situation verticale et ona c» = aA^j- si, en prenant cette TÎtesse, pour 
vitesse initiale, on clierche la loi du mouvement ascensionnel pendi 
la a.= demi oscillation on aura, art. 919 en faisant A'=; o, i'=(5 
iî.= — ^jv* = i/y^ — i.gi et, en observant que + cos. Û convia 
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rgalemcnt 3t + (9 et à — (9, on retombera sur les équations (i ) et (s) qui 
loQoent, ainsi, l'expression générale de la vitesse absolue ou angulaire, 
soit dans le cas de la descente soit dans celui de l'ascension. 

'çBa. Il sera bon que les élèves puissent donner une démonstration 
immédiate des équations de l'article précédent. Le mobile étant à un 
point quelconque de l'arc parcouru, la résistance, que l'élément de cet 
arc sur lequel il se trouve oppose à l'action de la pesanteur, est iden- 
tique, <i tous égards, avec celle qu'opposerait un /'/«(* inclinëj perpen- 
diculaire au plan de l'arc parcouru, et renfermant l'arc élénienlaire dont 
je viens de parler, ou la tangente qui en serait le prolongement ; or ce 
plan fait avec l'iiorîzon un angle égal à celui que la direction actuelle 
du (11 du pendule forme avec la verticale c'est-à-dire un angle û; donc, 
art. 7/5, la pesanteur relative du mobile, ou la force accélératrice dans 
Je sens du plan indinc, a pour valeur g sin. ff , ce qui donne 

<■) 4=-«'-^- 

Je multiplie le i ."■ membre de cette équation par v et le a.* pai»la valeur 
-j — de (■(l'arc élémentaire parcouru pendant l'instant é// est égal 

k — adff ; on donne te signe négatif à //^ parceque 6'qui , sur l'arc des- 
cendant, diminue lorsque l augmente, a le signe négatif sur l'arc asccn - 
,nt)eti'ai 

vdv7=—agdffs\n.ffj 
où y (/> = ag C09. ff -f- constante. 

On a, en même temps, c = oet 0=f} ainsi constante =■ — ag co^.fçV 

' = 2(i^(cos. ff — cos.y). 

Cest l'équation (i) de l'article précédent de laquelle on déduit toutes les 

autres valeurs du même article , en observant que cos,y= _, et 



Toutes ces valeurs étant ainsi démontrées par des considérations par- 
liculières et immédiates, l'identité des valeurs de i- correspondantes à 
lit même valeur de s sur l'arc descendant et sur l'arc ascendant , l'égalité 
des amplitudes de ces deux arcs, l'égalité des temps employés à les par- 
courir etc. , se trouvent rattacliécs aux mêmes considérations. 
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953. L'action de la pesanteur perpendiculaire h lY'ièment d'arc par- 
couru pendant l'instant ^/ a pour valeur, art. yyS, 5-cos.^ei en ajoutanr , 

à cette composante , la valeur de la force centrifuge, on a l'expcts. 

lion suivante de U tension du fil que je désigne par f 

(1) r=-^+gcos.ffj 

Bubstituant à p' sa Valeur donnée art. gSi , 

(2) /'=^(3cos.^ — 2.C0S.J')j 

ou en substituant, pour cos.^et cos._/, leurs valeurs respectives 
a — (i" 



(3) r=-|-(» + =4-3.),- 

au point de départ la valeur de ta tension du fil se réduit k ^cos.you à 

(rt — if); cette tension atteint son maximum au point le plus bas de 

l'arc parcouru oii elle est égale soit k g(3 — 2 cos.y"}, soitâ (a + iè), 

son augmentation totale, pendant une demi-oscillation descendante, 
itant àff{i — cos.j)ou 



Valeur du temps employé par le pendule timplc It faire, dans le vide, une 
oscillation de graodeur finie quelconque. 

964. L'équation c = P^2^(b — j) de l'art. 961 donne, en désignant par 
e/s l'arc élémentaire parcouru au bout du temps ij pendant rinstaut dt, 

substituant à ;- sa valeur , et observant que s diminue, sur l'arc 

descendant, lorsque / augmente, et que le même s change de signe suf 
l'arc ascendant, ^ 

Un a par les propriétés du cercle, as = J x^Ys(^2a — =]. 
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et (i) devient 

« J- 

dt= ■ 



tVou d.T = ^ ' , as = ^. 



- adz 



Je vais dt'duire, de cette êciualion, la duri.^e d'une demi-oscillation des- 
cendante, ce qui suffit à l'objet que j'ai en vue ; car on sait, art. 960, 
qu'en doublant celle durile on aura le temps correspondant à l'oscillation 
entière. Pour cela je mets l'équation prcccdentc sous la forme 

e(, en développant le facteur | 1 ^^— | 

(4) ■ - ■ 



I j , ■ I r-3.5... (2n — 1) y^,r\" 

Le n.* terme de la suite a pour valeur • — 7 .1 — I 

^ a . 4 ■ 6 ï/i \j-aj ' 

le terme ti.*>o, étant l'uniié. 

Or on a, en prenant les inti'grales depuis .t = 6 jusqu'à ;v = o, ei 

désignant , par jt, la demi-circonférence dont le rayon = i 

— r/3 



(6) (') 



.A 



1/ ,-(*-.) 



y'^i-z) 



T '' "i 



/>--£A_ _ 1.3.5 
/ ^^,--)- 2.4.6 



/, 



/;(*--) 



■ ■3..'i....(a« — r) 
2'4.6 an 



i».T,- 



(*) L'importance de celte théorie me dtterjnine â placer ici une dcmoustri 
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ainsi la valeur de i prise entre les mêmes limites, ou ia durée d'i 
demi-oscillalion , que je désigne par T, a pour valeur 

lion élémentaire de cet équalions. 

Je diflërenlic l'expreision j:''f/'Aj — j* et j'ai 

réduisant au même dénominateur, développant le numérateur, raiséOltllxlin 
termes qui ont des facteurs communs, et intégrant 

L'intégrale s'évanouit lorsque ^^Ojainsi tl n'y a point de constante à ajoulcr; 
et comme elle s'évanouît encore en i'aisant j;=;A, elle est, par conféqurRl , 
nulle entre les llmlles s^^b et s^=a, ce qui donne 

d'où on diduil ^^B 

(2/1 + 1)^ r i'A _ / ' z'*'i/i ^H 

en attribuant k n les valeurs successives o, i, 2, 3 etc. et dotmant i is , 
comme dans le teste , le signe négatif, on obtient les suites de valenfl 
correspondantes 

, r —Ji r —i,h 

J y^bz — K J ^bz-z: 

J Vbz-Zi J i^bz-zz 

„=3 ., r-^v^ _ r -z,dz 

J y^bz~zi J Vbz-zz 

etc. etc. 

On a donc chacune des intégrales successives des que la première est connut 

_ -£i- 

(«) 



/i.3-5...3«— i^V * ^ 
■le est f 7 I I I 



Le n.« terme de la s 



le terme 



n.°o, étant l'unitt^. 

955. Le temps d'une oscillation entière, double de celui dont je 
viens de donner la valeur, est par conséquent égal k 

056. J'observe que — , dont les i.", 2.", etc. nuissancea multi- 

plient les termes successifs de la série, est le demi - sinus verse de 
l'angle y formé par la direction initiale du fil et par la verticale; il 
suit de -là que, si cet angley est petit, les termes de la série qui contien- 
nent seront des fractions dont la somme pourra être négligeable par 

rapport à l'unité, et la valeur du temps d'une oscillation cnliére se ré- 



duira a ^\ 



Vï- 



Ce temps est indépendaat de l'inclinaison initiale du pendule, ce qui 
constitue une propriété très- remarquable des petites oscillations; mais 
je vais faire de cette matière l'objet d'un examen particulier. 



fet l'intégrale, qui est nulle lorsque 2 = Â, c'eit-à-dire lorsque coa. 



= — i.On 



devient égale à ;r lorsque ^ = 0, c'esl-à-dire lortqui 

^- - =- = .Ti c'est la pre- 
mière îles équations (5) du texte ; et en substiluant sa valeur :r dans colle 
des équalions ci-dessus trouvées, qui correspond à n^o, on a la valt<ur da 

/ r7 ~ - - ( a.* équation (S) du texte ) , laquelle substituée , à «on tour , 

dans l'équation ci- dessus correspondante à n^i donne / , ■ 

(3.' équation (5) du texte], et, en contiuuant de la même manière, 00 a toutes 
l«s équations (5] du texte. 
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)v<:amen particulier du mouvement du pendule simple faJRant de peliM 

Jalions dans le vide. Définitîous do Visochronisme et du ijnchroniJKié.i 

957. Je conserve la notation de l'art. gSi et observant i." que l'arc 
élémentaire parcouru pendant l'instant c/i a pour valeur aàta , a.** que 
la force accélî-ratrice , dans le sens de l'arc parcouru , est art. 775 t'g^ 
à ^fiin. Q\ik g sin. (/" — (u); j'ai, art. 727, équation (8j, dans Tll 
pollitse de Ht constant , 

(0 —;^;^— = érsin. (/—«): 

si on suppose quey"et « sont de Ict-s- petits angles, on pourra sut» 
tuer l'arc y — la à son sinus, et on aura 

w -^ = -f (/-'')'■ 

multipliant les deus membres de cette <-quation par Hrjj faisant 1 

■j ■ . • '"'''^ 1 . « ■ j 

première inti-gration et observant que ~~j — est la vitesse angulaire q 

signée par y, on a 

(3) ^"= -f (=^/-'=')«- 

La constante arbitraire est nulle parceque les deux membres de t 
équation s'évanouissent ensemble lorsque « = o. 

Remettant pour g^ sa valeur - . et tirant la valeur de (//^ on a 

(4) -^'1/^= '^'° - • 

fia} 

Le ttt-ttie ^^ — ^- t= , est le différentiel 

l'arc dont le cosinus = — — 7; ; ainsi 
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)! n'y a point encore Jeconstante arbitraire h ajouter parccque / = o correa- 
poiKi a-.ix valeurs «=o, COS. — -jr- =i,et arc.l cos. = "^ „ ■■ l^o. 
Ontliiduitde (5) 

958, Les (l-quations de l'article précédent offrent l'expmple de la pro- 
priété des fonctions révolutives dont j'aî parlé art. 690. Le temps total , 
qui s'écoule depuis l'instant où le mobile part de l'extrémité supérieure 
du demi-arc descendant jusqu'à l'instant où il y revient, est, équation (5j, 

?gal à a .-T- I I' _; et l'équation (6) peut se mettre sous la forme 



Les constantes ^ et Cdc l'article cité sont ici représentées paryet 

— f, et le temps k répond à 2jr| — j . Si on substitue à l'arc décrit 

Une ligne droite qui lui soit égale, et sur laquelle le corps se meuve de la 
même manière qu'il se meut sur cet arc, pendant que la droite elle-même 
a un mouvement horizontal uniforme dans le sens de sa longueur, avec 
la vitesse V^ et qu'on désigne par x la distance, au bout du temps i, du 
corps au point fixe où ce corps et l'origine de la ligne droite mobile se 
trouvoient ensemble lorsque l'on comptait zéro temps, on aura 



-Ft 






équation qui est un cas particulier de la formule générale x = f / -j- 
fonction I yi, C cos. — 7— ) de l'art. 690, et qui en vérifie les propriétés. 

^(). Le temps 2 .t j j , qui s'écoule entre l'instant où le mobile 

part de l'origine de l'arc parcouru et l'instant où il v revient, comprend 
les durées de quatre demi -oscillations , durées égales enlr'elles et à 



£a8 Dynamique ÊLÉMESTAiiiE. 

V j — 1* y^j on voit , par le tableau suivant , comment les ccjiiatS 

(j) et (6) expriment Ie« distances et les vttesses périodiques qui ont lïeu 
\\ la (in de chacune de ces oscillations , le temps croissant indt^finimeot. 



Valeurs clu temps t. 



ilaircwàl'ori 
de l'arc parcouru. 



(y) 
(t) 

(t) 



2/. 



etc. 



Vakur do la litess 
angulaire H- 



960. Quelque soit la durée du mouvement, la distance angulaire ro 
du mobile au point de dépari et sa vitesse ne peuvent pas excéder des 
imites déterminées. Le temps d'une oscillation entière est égal à 

I ^\ ^> valeur identique avec celle qui a été conclue, art. pÔfi, de 
la formule applicableaux oscillations d'amplitudes quelconques, et indé- 
pendantes de la position du point de départ. Ainsi lorsque plusieure pen- 
dules d'éjjales longueurs parcourent de petits arcs en oscillant, leius 
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oscillations entières sont d'égales durées , quelques soient les rapports 
entre les diverses amplitudes ou vtileurs angulaires de ces oscillations. 

961. La propriété, qii'aun même pendule de faire ses oscili.ttiuns dans 
des temps égaux, constitue ce qu'on appelle Visochionismej les oscil- 
lations de ce pendule sont isochrones. 

Si on compare les mouvements de deux pendules, et si les oscillations 
de l'un sont de même durée que relies de l'aulrc, on dit que ces deux 
pendules sont synchrones ■,\esj-nchronhrne est donc, pour les oscilla- 
tions comparées de deux ou plusieurs pendules, ce que Visochronisme 
est pour les oscillations comparées d'un même pendule. 

XJsage du pendule simple pour drlerminer la loi de la pesanteur prèi de la 
surface de la terre. Vcrïiés physiques dont dd doit, à cet inïlruinetit, la 
découverte ou la coDErmalion. 

962. Le pendule, dont la société retire d'inappréciables avantages 
'depuis qu'il est appliqué à la mesure du temps (*)» 2 aussi fourni les 
moyens de découvrir ou de confirmer des vérités très- importantes , en 



(*) Les prciuiërcs tccherch 
Galilée; l'objel de ce Iraiié, (j 
pliiloBophe , lie pourra pa» , à 
tûufes seg tlpcouvcrie*. L'idée 



s sur la théorie du pendule sont encoïc ducs à 
li m'a déjà fait nommet plusieurs fois ce grand 
beaucoup près, me fournir l'occasion de citer 
l'appliquer le pendule à la mesure du temps ne 
lui avait pas échappe et il s'occupa , avec son fils , dans les dernières aunée» 
de sa vie, d'un essai de machine chroiiomètrique munie d'uD pendule; mais 
la révolulion , que l'emploi de cet instrument a opérée dans l'art de mesurer le 
temps , est entièrement duc à Huyghens , ({ui conrui , à la fin de l'année ifi56, 
la prcmifTe idée d'une horloge à pendulv, dans laquelle le pendule et le mo- 
teur sont deux choses séparées , ie premier servant exclusivement a régulariser 
l'action du second , et le mécanisme étant combiné de manière que te i 
T«itiluc au pendule , à chaque oscillation , la force que la fonction dot 
est chargé lui fait perdre. 

Il,cs essais de Galilée, qui employait, comme moteur, le pendule lui-i 
ne peu'.-ni rien oler à Huyghens, de la gloire de son invention. Je pa 
tpstnti j'en serai au mouvement cycloïdal , d'une disposiiion parliculiè 
ee géomètre a proposé de donner au pendule, pour assurer l'isochrc: 
(MCillaiions quelques soient leurs amplitudes, dans un (luvrage très-remar- 
^ablr , intitulé Homingium ottillalorii/m ; c'est dans cet ouvrage qu'il a *\- 
pofé les propositions foudamentalei de la théorie des^rt^» centrifuget, Ûoqk\^ 
découverte lui est due. 



:clui 
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phvsiqup et en astronomie , dont les principales sont relatives à la loi 
de l'action de la pesanteur en divers point», soit de la surface de, 
terre, soit d'une verticale élevée à un point quelconque de cette 
face, et k ta figure de la terre. 

On a tcnt^ , lors des premières recherches relatives aux quantités 
Solues que fournissent les phi-nomèncs de la pesanteur, telles, par ex- 
emple, que la longueur de la ligne verticale parcourue par les corpi 
graves pendant la première unité de temps de leur descente, de faire 
des expériences sur la chute immédiate de ces corjis, goit par des lignes 
verticales , soit sur des plans inclinés ou des courbes hélicoïdales ; on ne 
pouvait obtenir, parce procédé, qu'une approximation très- grossi ère, vu 
la difTiculté d'évaluer les temps corrcsjJondantB aux. espaces parcourus, 
les anomalies provenant de la résistance de l'air, la résistance du frotte, 
nient etc. ; ta machine d'Atwood, dont j'ai donné la théorie, art. 790 
et suivants, donne beaucoup plus d'exactitude, mais le pendule est, 
ainsi que je l'ai observé, art. Bi5 , l'appareil qui fournit, pour la déter- 
minalioD de la quantité cherchée , les moyens de précision les plus par. 
faits , et les plus commodes , les observations se réduisant à compter le 
nombre d'unilt^s de temps correspondant à un nombre déterminé d'os- 
cillations d'un pendule de longueur pareillement détermmée. 

963. La théorie d'après laquelle on déduit, des expériences, les résultats 
qu'on veut obtenir, est une conséquence fort-simple des formules rela- 
tives au pendule simple ci - dessus démontrées. Si on désigne par t U 
durée d'une très-petite oscillalion d'un pendule simple, dont la longueur 
est a j par .rla demi -circonférence dont le rayon ^ i, la lettre ^conti- 
nuant cl représenter la force accélératrice due à la pesanteur, on aura 
art. 956 et 969 

(■) 



y¥' 



w ■ 



■ e= ■ 



d 



Supposant donc qu'on ait reconnu par des observations exactes que^ 
pendule, dont la longueur connue =:tfj ail fait, pendant un tempï 
donné T, un nombre A d'oscillations , on aura le temps d'une seule 

T 
oscillation = r= — -; • , d'où 
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s3i 



(3) «■ = -W- " 

La valeur de ^ se trouve ainsi composée decjuanlilés toutes connues. Son 
évaluation sera d'autant plus exacte que la longueur arbitraire a du 
pendule d'expcrîence sera plus grande. 

964. On déduit de l'ét^uation (3) de l'article prt-cédent 



, T=.Nyj^s ^=^^-f- 



« Les longueurs de difTérenls pendules sont entr'ellcs en raison di- 
m rectes des quarri^s des trm]» employ^ç k faire un même nombre 
• d'oscillations, ou en raison inverse des quarrés drs nombres d'oscil- 
•t lations faites dans un nitme temps ». 

Rt-ciproquement, « les temps employés à faire un même nombre d'os- 
« cillations, ou les nombres d'oscillations faites dans un même temps, 
Mt sont enlr'eun, respectivement, en raison directe ou en raison inverse 
« des racines quarrêre des longueurs des pendules». 

965. 11 est une autre détermination importante Ji faire , celle de la 
longueur du pendule dont cbaque oscillation a, pour durée, une unité 
de temps. Il est bon d'observer qite la connaissance de cette longueur 
n'est pas préalablement nécessaire pour l'évaluation du temps T qui 

entre dans Téquation g= — nr: — ■ « de l'arL 963 , et dans celles de l'art. 

précédent qui en ont été dé-duites; car, si le chronomètre dont on se sert 
est muni d'un pendule , on le règle , par les moyens de tàlonrwments 
connus, de manière que l'aiguille des secondes fasse 86400 ou 100000 
pulsations (suivant qu'on employé l'ancienne ou la nouvelle divis'oa 
du temps) pendant un jour moyen, sans avoir besoin de connaître à 
quelle longueur de pendivle simple répond la dimension du pendttie 
composé adapté au chronomètre. 

Cette longueur, qui est , maintenant , l'inconnue cherebée , pourrait se 
déduire de la forme du pendule composé, des triasses de ses différentes 
parties, etc. etc. par des méthodes que j'exposerai dans la 3 « section 
de cette seconde partie du cours; mais il est infiniment préférable 
de conclure la longueur cherchée de celle d'un autre [lendule faisant, 
pendant un temps donné, un nombre, pareillement donné, d'oscil • 



\ 
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latîons. La longueur cherchée se calcule alors par une simple règle! 
proportion fondée sur les propriétés du mouvement des pendules énon* 
cées par les théorèmes de l'art, précédent. Soit X la longueur cherchée du 
pendule qui bat les secondes, et a la longueur"donnée d'un pendule qui 
fait iV oscillations pendant 3" secondes, et, par conséquent, une oscil- 

T 

lation pendant —j^ secondes , on aura d'après le premier ihéorénr 

l'article cité 

7"» , aN^ 

ç66. La longueur À peut aussi se déduire de la valem*, préalableni 
connue, de ff, au moyen de l'équation (i) de l'art. 96^. Faisant, 
cette équation, r = i" et ^= ^ j on a 



967. Toutes les déterminations précédentes supposent que les ose 
lationssont infiniment petites, et qu'elles se font dans le vide; et, comme 
les pendules d'expérience ne sont ni dans l'un ni dans l'autre de ces deux 
cas, il faut, lorsqu'on veut la plus rigoureuse exactitude, ramener les 
observations effectives à ce qu'elles seraient si le pendule ne décrivait 
que des arcs clémentaites dans un milieu non résistant ; il faut, encore 
avoir égard à la masse du Hl, à la forme et à la grandeur du corps sus- 
pendu etc. Je parlerai , dans la suite du cours , des procédés et dos 
méthodes dont ces diverses précautions exigent la connaissance et l'u- 
sage ; toutes les causes d'anomalies auxquelles elles se rapportent ont 
été prises en considération dans les expériences faites à l'occasion du 
nouveau système métrique français ; on a trouvé qu'à l'observatoire de 
Paris la longueur du pendule k secondes décimales était de o'",74i9 
et celle du pendule à secondes sexagésimales de o"", 99880, comme je 
l'ai dit à l'article 676. 

D'après cette détermination, le nombre d'oscillations faites à l'ob- 
servatoire de Paris, pettjant un jour moyen , par un pendule simple, 
d'un mètre de longueur, doit être, art. 964, égal à 1 00000 J^q,7^i^= 
861 33,6. 

968. Les variations de la pesanteur k différentes latitudes, dont 
lieu à des variations correspondantes de la longueur du pendule ; d'à 
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les déterminations ies plus récentes , À étant la longueur du pendule à 
i seconde à la latitude L ^ on a, pour la division du jour moyen ett 
looooo secondes , 

(i) . . . X = o°',7397o3526 + c'°,oo39i368928in." // j 
u en substituant k sin.»Z.sa valeur j ( i — cos. ai) 
(a) .... / = 0,741660871 — 0,001956845. COS. 2 Z,. 
Les premiers ternies des seconds membres de (i) et (2) sont, res- 
pectivement, les longueurs du pendule décimal sous l'équateur et sous 
le parallèle moyen. 

Pour avoir ia valeur de À applicable à la division du jour en 86400 
secondes il faut, art. 964, multiplier les seconda membres des équations 
précédentes par (-^^^v)"- 

969. C'est par les observations du pendule qu'on a pu s'assurer que l'in- 
tensité de ta pesanteur était moindre au sommet des montagnes qu'au ni- 
veau de la mer. Nous avons des expériences sur cet objet, faites au Pérou, 
parBouguer, avec beaucoup de soin ; il a trouvé à Quito, élevé de 2857 
mètres, et sur le Pichincha, élevé de 4744™ au-dessus de la mer, que la di- 
minution delà pesanteur était, dans le premier lieu , de 0,000751 , et dans 
le second de 0,001 184,1a pesanteur, au niveau de la mer, étant l'unité. 

970. Enfin le pendule fournit une preuve àe fait de l'importante 
conclusion tirée, art. 890, de la 3*. loi de Kepler, par laquelle on a recon- 
nu qu'à égales dislances d'un centre d'attraction tous les jjoints matériels 
soumis à cette attraction recevaient la même force accélératrice quelles 
<|ue fussent leurs masses. On est parfaitement assuré que plusieurs corps 
suspendus à des fils de même longueur font, exactement, dans le vide, le 
même nombre d'oscillations pendant un même temps, quoique leurs 
masses soient différentes ; d'où il suit qu'ils sont animés de forces motrî - 
ces proportionnelles à ces masses, et que tombant verticalement, dans le 
vide, avec une vitesse initiale , ou commune ou nulle, ils parcourraient 
des espaces égaux dans des temps égaux. Les expériences, faites immé- 
diatement sur les chutes de ces corps, ne pourraient jamais avoir une 
précision comparable à celle des expériences faites avec le pendule. 

Mouvement d'un point malcrîel pesant «ur une cycloïde. 

971. Une courbe plane étant tracée sur un plan vertical et un point 
ftutériel pesant, assujetti à se mouvoir sur cette courbe, étant aban- 

1 2o 
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donné k ta |)esantetR , on a tu* art. 94Ô équation (a) , que Ja valeur gé- 
nérale an qiiarré de sa vitesse désignée par c était , jf ccntînuaiit k 

représenter la force accélératrice due à la gravité, 

ït e»t la hauteur Térficatë du point dé départ «n- 
I dt<Mtis de l'origine des cdordotiiiAes venicalea x. 



i"^ = 2ff(II~z). 



Cette équation suppose que la vitesse est nulle lorsque & = ff, mais si 
la vitesse initiale, dans Je sens de la courbe, était due à «ne hauteur hf 
la constante t/» de l'équation (i) de l'art, cité devrait se déterminer 
par la condition des valeurs simultanées c»^2.gh et z = H, qui donne 
£/2 = 2g(H+A)jet 

(0 9^ = :ig{h+H~z). 

3 étâht t'àf« de tbOfbe que l6 mobile aéncor^à parcourir pour arri- 
ver au plan horizontal qui netifecme l'origine des z, l'élément di est par- 
courti avec Ih vîiëtte V2g{h-^H-^x) , et l'élément de temps dt employé 
à te pairbifrir a poti)- valeur, arL 688, 

j ' f ObaervBz que * diminiie IdHqoe t tng - 

(!)..>//= -, r .J mehie , et qu'aine tU kt'Oi doivent 

y 2g\n + H a) ( avoir de» «igfte» contrair*»* 
J'ai déjb appliqué , art. 954 et suivants , cette équation au mouve - 
meiitsâr Dii arc de cercle dans l'hypothèse de A = o , ou de l'égalité 
& 2éro de la vlteesb initiale ; je vais supposer maintciiant que le point 
matérM p^nt est aËSU}etii à se mouvoir sur une cydoïde il base ho- 
rizotitàle, ayant tôin les points de M trace situés au-dcnouk de cette 
base daAs uti pUtt vertical. 

Soient siiz, respectivement , l'an: variable de la courbe et la coor- 
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l'expression — \ / 1. , ii \\\ P^*** se mettre sous la forme 

— d.&rcl COS. = mrrnTT > o» 




a donc t=. \ — 1'. arc^cos. = ttt — ttt'^ + constante : 

la constante se déteripjne par la condition des valeur; simultanées t=Q, 
z=H, d'où 

/• a V \ H— h 

constante = — I I arc < cos. = „ . , 

\^ J \ M + à 

(6) . . . /=(^y|arc. [cos. = *^|^]_ arc[co8. = |=|] | 

972. Telle est la valeur générale du temps employé par le mobile à 
descendre y sur Tare de cycloïde» depuis le point situé à une hauteur H 
jusqu'au point situé à une hauteur s au-dessus de Torigine de ^ ^ ce qui 
forme une descente verticale = H — i j pour avoir le temps total de 
la descente jusqu'à l'horizontale sur laquelle se trouve Torigine commune 
de settj on fera ^ =: o dans l'équation précédente et on aura^ tétant 
la demi -circonférence dont \ç rayon ^= i, 

SI on suppose de plus que la vitesse initiale est nulle ou que h = o ^ 
on obtient la valeur remarquable . 

L'élévation initiale H du mobile au - dessus du point le plus bas de 
la courbe a disparu, de la valeur de tj le temps de la descente jusqu'ji 
ce point le plus bas est donc indépendant de la position du point de 
départ, et sera toujours le même quelque soit la longueur de Tare |i 
parcourir, pour arriver de ce dernier point au premier* . 
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973. Cette propriété curieuse de la cycloïde constitue ce qu'on appelle 
le tautochronismé j les courbes qui en jouiurnt sont appelées courbes 
laulochrones. J*ai déjà fait remarquer, art. 78A, une espèce de taulo- 
chronisme dans le cercle tracé sur un plan vertical. Un mobile partant 
d'un point quelconque de la circonférence de ce cercle, sans vitesse inï' 
tiale, arrive toujours à son point le plus bas dans un même temps, égal 

à 1/ (le diamètre du cercle est désigné par a) ;mau ilfitut, pour 

cela, que le mobile suive, non l'arc de cercle, mais la corde de cet arc 
menée du premier au second point. 

974. Le mouvement du pendule, qui fait des oecillationa très-petites 
ou inliniment petites, a aussi, art. çSô et 960, ta propriété du lautœhrO' 
nismej propriété qu'il lient de la cycloïde et dont il jouit parceque le 
point matériel pesant, suspendu au m, décrit des arcs qu'on peut regarder 
comme cycloïdaux. En effet le rayon de courbure du point le plus bas de 
la cycloïde renversée est égal & a,a, et un pendule simple de cette Ion • 
gueur, qui décrirait des arcs infuiment petits, ferait, art. 959, une demi - 

oscillation pendant un temps = 7 jt 1/ = ft\/ 

oscillations circulaires infiniment petites de ce pendule et les cAcilla- 
tioQS cycloïdales finies du point matériel , dont il a été question dans 
les articles précédents , seraient donc synchrones entr'elles, et la raison 
de ce synchronisme peut se déduire immédiatement du tautocbronisme 
de la cycloïde, en considérant que si le point de départ est infiniment 
peu distant du point inférieur, le mouvement est identique avec celui 
qui aurait lieu sur un arc de cercle d'un rayon égal à ad. 



les 
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da diamètre du cercle gtW'rateur. Ce fil , en oscillant dans le plan des 
arcs cycloïdaux , s'enveloppait successivement sur l'un et sur l'autre, et 
son point inférieur , décrivant une portion de cycloïde , faisait , d'après 
ia théorie ci-dessus démontrée, ses oscillations dans des temps égaux, 
quelles que fussent leurs amplitudes. Celte invention d'Huyghens n'a 
pas été adoptée , dans la pratique de l'horlogerie, par des raisons que je 
ferai connaître en parlant du pendule composé. 



Eaptest 



n de la force accélératrice qui, lornju'elle a lie 
conque , rend celle courbe tautochrc 



sur une courbe quel- 



976. L'angle que forme, avec l'horizon, un arc élémentaire ds d'une 
cyctoïde mise dans la position indiquée à l'art. 971 a, pour sinus , 



• > ainsi la force accélératrice tangentielle , qu'un point matériel pe^ 



sant , placé sur cet élément de courbe , reçoit de la pesanteur, est , 
jale à ~^—g^ ou (en observant que l'équation j" = 4^3 
dz 



donne - 



ds 



= -^)à- 



cette force accélératrice est donc , k 



chaque instant, proportionnelle à la longueur.; du chemin que le mo- 
bile a encore à faire pour arriver au point le plus bas de la cycloïde. 
977. Le résultat auquel je viens d'arriver n'est pas particulier k la 
;Cycloïde et indique une condition générale, qui , lorsqu'elle est satis- 
■falte dans le mouvement d'un point matériel sur une courbe quelconque 
À double ou simple courbure, établit aussitôt le lâutochronisme sur 
icette courbe. Je désigne par 5 l'arc total que le mobile doit parcourir 
depuis le premier instant de son mouvement , sa vîtesse initiale étant 
supposée nulle , par s l'arc qui lui reste à parcourir au bout du temps /, 
fnsorle que S- — j est l'arc parcouru pendant ce temps t , par c la vîtesse 
■A re»trémiié antérieure de j^ et par >V une quantité constante. Si la force 
accélératrice est, au bout du temps t, proportionnelleà l'arc s que le mo- 
bile doit encore parcourir pour arrivera l'extrémité de S, on a l'équation 

(') '-dr = ^'-' ^ 

multipliant le premier membre par v et le second par la valeur — 7- 
de 1»^ on a, en observant que 5 diminue lorsque / augmente. 
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vdv =* — Asdx j d'oii (/* — — jis* + Cj l'état de la question donne 

les valeurs simultanées c= o, f ~Sj d'où C = ^S»j et 

(2) u=^^ys^Zi7r: 

on déduit de cette équation , en observant que s diminue lorsque / 



augmente , A^ dt=. 

d'où 
C3) 



(«.-..)■ 



A* t = ^xc{ COS. = -^ I . 



La constante arbitraire e«t nulle parceque les valeurs initiMei ' / = o, 
s=.Sj rendent les deux membres légaux à zéro. 

Pour tirer de cette valeur générale de t la valeur particulière du 
temps total, qye je désigne par T, employé à parcourir l*arc Sj il faut 
faire .r = o , ce qui donne 



(4). 



" S 



eit la demî^circoDférencedoDtle rajron = 1. 



Le tautochronisme a donc lieu puisque l'arc total S, qui ne se trouve 
plus dans -la valeur de T, reste indéterminé; cette indétermination 
ne porte que sur l'origine de Sj ou sur le point de position initiale du 
mobile, l'autre point extrême de l'arc parcouru , pendant le temps T, 
point ob sa tangente doit être horizontale, demeurant fîxesuir la courbe; 
et c'est par rapport k ce dernier point que la condition posée par \'é- 
quatîon (i) assure le tautochronisme, l'équation (4) , qui eh est déduite, 
énonçant que le temps nécessaire pour arriver à ce même point est 
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. ■ = ^s de Tarticlc précédent ; cette matière a ensuite été traitée 

d'une manière plus approfondie par Euler (Mém. de Vacad. de Péters- 
boug lySJ et jy^4) , par Fontaine (Mém. de Vacad. des sciences 
de Parb lySjf, et iy68)^ par d'Alembert , etc. : mais L'igrangc parait 
l'avoir épuisée {Mém. de Vacad. de Berlin de iy66 et lyyo) . Je ferai 
connaître sa théorie dans la 3.® partie du cours. 

Cependant Huyghens a , ainsi que je le ferai voir bientôt , résolu com - 
plétement le problême de la détermination de la courbe tautochrone 
dans le vide, lorsque le mobile ne doit son mouvement qu'à la pesanteur, 
et dans l'hypothèse où on ne considère ce mouvement, ainsi que je l'ai 
fait dans le chapitre précédent, que depuis un point arbitraire de la 
courbe jusqu'à un point fixe inférieur. Mais on peut poser la question 
plus généralement , se donnant pour condition que le mobile pesant doit 
faire iine oscillation entière, en remontant de l'autre côté du point le 
plus bas jusqu'à la hauteur de son point de départ (les autres conditions 
assignées art. 946 étant d'ailleurs remplies) , et chercher la ligne sur la - 
quelle Im, durée de chaque oscillation entière est une quantité donnée , 
indépendante de la position du point de départ ou de la grandeur de 
l'oscillation ; le problème cesse alors d'être déterminé , la cycloïde n'en 
fournit plus qu'une solution particulière, et ce problème est même réso- 
luble par un assemblage de deux courbes, l'une desquelles peut être prise 
arbitrairement; l'analyse suivante vafournir la preuve de ces propoitions. 

979- Soit CAD une courbe décrite dans un plan vertical, que je Fig.^, 
considère, pour plus de généralité, comme composée du système de 
deux courbes ^MC . y^A^jD définies par des équations différentes, mais 
ayant, à leur poinf de réunion A j une taingente horizontale commune 
HAir. Je mène l'axe vertical AB sur lequel je compte les coordonnées 
AP:=zz^ les points, dont z détermine la hauteur au-dessus de II A II' , 
se trouvant aux extrémités il/ et iV de l'horizontale MPIS. Je fais 
arc i4M =: s ^ arc A N =• a y et traçant l'horizontale mpn infiniment 
prt3 de MPN, j'ai Mm=^ds, Nn = da. 

Le mobile pesant est censé partir du point C ^ sans vitesse initiale, 
et, CBD étant une horizontale, ce mobile doit, art. 947, parvenu en 
A ^ remonter jusqu'au point D j il s'agit de déterminer le système des 
deux courbes AMCj AND de manière que la somme des temps em- 
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f\oyés k parcourir CM^ et AND soit toujours la même, quelque soit 

la positioD du point de départ C. 

J'appelle £ la hauteur AB qui , d'après l'état de la question, doit itre 
arbitraire ; le corps, parvenu en M sera descendu de la hauteur b — <- 
et aura acquis, art. 945, une vitesse ^â^"{i — «),égaleà celle qui lui 
restera lorsque , après avoir franchi le point A , il sera remonté jusqu'en 
iV. La sommedes temps élémentaires employés à parcourir Afmet Nn 

sera donc art. 688 égale k — ■ — j en prenant l'intégrale de 

ya^{b — t) 
cette expression entre les limites « = o et s = A , on aura la durée totale 
du mouvement sur la ligne CAD. Cette intégrale doit être telle qu'elle 
s'évanouisse en y faisant s ^ o et qu'elle acquière sa valeur définie en 
y faisant z = bj ce que Ton concevra parfaitement en observant que 
la question dont il s'agit est identique avec celle par laquelle on pro- 
poserait de construire deux courbes AMC et AND telles que , deux 
mobiles partant du point A avec la même vitesse initiale, l'un dans 
le sens AMC et l'autre dans le sens AND , et se mouvant respective - 
mont, pendant des temps ret r'j avant que cette vitesse initiale soit 
éteinte, on ait, quelque soit cette vîtesse, r+ t' =1:^ constante. 

La hauteur b doit disparaître dans l'intégrale déHnie, et voici com-t 
ment on détermine les conditions d'après lesquelles cette élimination 

aura lieu. Soit ds -^da^ — 7 — ^ endésignantpar;;une fonction de s^ et 

^ r ds^-da r P'f* 

par h une constante , on aura / , ,\ - ...= ■ =s / yr—'- • 

J Vigib—t) J fil 



je suppose que l'intégrale 



, complétée par une 
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Tous les termes de la série seront donc de la forme «3— « z», et 
l'intégrale sera de dimension nulle ; or comme cette intégrale ne 
peut se composer que de Zj de ^ et de nombres abstraits, la diflfé- 
rentielle, qui est toujours de même ordre que l'intégrale, ne sera compo- 
sée que des mêmes quantités, d'où il suit que p ne contiendra point A 

et sera simplement une puissance de z j — ^ aura donc la forme 

zf^dz Vù — z 

— ■ j et observant que le numérateur et le dénominateur sont, 

J/^A — z 

respectivement, de la dimension fi + i et de la dimension 7, la condi- 
tion de la dimension nulle de la différentielle donnera ^-f-i — 7=0, 
d'où ^ = — \ J ainsi 



K 



(l) . •■• p =z-*. 

La valeur du temps — — = / — ^ et Téquation ds + ^= -^-7- 

^V^eJ Vb—z ^ * 

sont donc changées, par les considérations précédentes, en 



i — -= / — T===r et en ds+da = . ^- j faisant k = -—zrj ona 

(a) €ls+d(T^=dzm/ ^ 

et intégrant 

(3) s+a=2l/'^j 

la constante arbitraire est nulle parcequ'on a en même temps «f + ct" = o 
et z = o. 

La somme des arcs ^M et ^iV est proportionnelle à la racine 
quarrée de la coordonnée verticale jiP. 

980. Soit construite une courbe jiLE telle qu'en prolongeant jus • 
qu'en Z et / les cordes horizontales MN et mn on ait 

(1) j4L=^j4M+yéN = s+a: 

on déduit de cette équation 

Ll^Mm+Nn^suh+da-j 
et désignant l'arc j4L par s, on a 

s,=/(ds+da) = s + a=:2yâz 

(a) s,^z=:4azj 

I 3i 
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la courbe ^ZE est ime xyclotde dont le cercle générateur a ub dia- 
mètre = a. 

Prolongeant l'horizontale CD jusqu'au point E de cette cyctoïde, si 

un corps grave descend, en glissant sur ELA^ sa vitesse, en L, sera 

= %^îg{b—i),tt le temps employé à parcourir IL aura pour valeur 

ds, ds-\-da 



: , c'est • à • di re la somme des tèflnps em- 



ployés V parcourir Mnt tX Nn. Il faudrait donc au mobile qui descen- 
drait sur ELA , pour arriver de Z> en A 3 le même temps que le mo- 
bile , partant de C^ employerait à descendre en ^ et & remonter en 
D, et ce temps est, art. 974, égal à celui de la demi -oscillation -d'un 
pendule d'une longueur^ sa. 

981. Il est aisé, d'après les résultats analytiqilR de l'art. 979, de dv- 
tcrminer la courbe AND^ lorsqu'on s'est donné arbitrairement la courbe 
-•^MCSoitl'abci88e-^i7'==a:,j on aura Nn = da = \^ dx* r¥<^'* r ^'o^ 

(i) ds+y^^,r+^=diy^j 

on déduit de cette équation 
(2) . . dx, 



= |/| dz* (-^ 1\ — zdids l/~ +ds» I . 

' étant donnéi 
: on aura doi 



La courbe AMC étant donnée, ds est connu en z et di, et on peut 
supposer ds = qdz : on aura dom: 
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blême des tautochrones dans le c^s oh le mobile fait des oscillations 
entières , composées chacune d'une descente et d'une ascension , sans 
être assujetti k parcourir une ligne définie par une^équation unique ; 
l'examen des conditions relatives à cette dernière circonstance n'a au- 
cune difficulté, et on trouve dans le mémoire d'EuIer, cité article 
978 9 l'exemple d'une courbe tautochrone , qui est algébrique du qua - 
trième ordre. Cette courbe n'a pas ses deux branches AMCj AND y 
égales et semblables entr'elles^ et, s|i on veut réunir cette propriété à 
celle du tautochronisme , alors le problème deyient déterminé et ne 
peut plus être résolu que par la cycloïde ; en effet , introduisant, dans 



réquation ds+da^=^dz 1/ de Tart.'çyç, la condition dont je viens 

r ^ I /"^ _ 

de parler y on b, ds=^ daj d'où ds = {dzm/ j ets = Vaz j, équa- 



tion à une cycloïde engendrée par un cercle décrit d'un rayon = j ^r. 

984, On pourrait conclure de ce résultat, si on en avait déjà eu la 
démonstration, art. 97^9 qu'une cycloïde à base horizontale, située dans 
un plan vertical, au-dessous de sa base, est tautochrone dans chacune 
de ses moitiés placées de part et d'autre de la verticale passant par son 
point inférieur ; mais il reste encore à savoir s'il existe des courbes dif- 
férentes de la cycloïde et tautochrones de la même manière qu'elle , 
en sorte qu'un corps partant d'un point quelconque d'une de ces courbes , 
sans vitesse initiale ,. employé constamment un temps déterminé à ar- 
river k un point inférieur fixe, où la tangente est horizontale, sans égard 
à l'espace que le mobile peut parcourir sur la continuation de la courbe 
de l'autre côté de ce point inférieur. 

On résoudra la question proposée en déterminant la courbe AND Fig. 7. 
dans l'hypothèse où la courbe donnée AMC serait une demi -cycloïde 
à base horizontale ayant son sommet en A } en effet le systèrtie des deux 
courbes AMCei AND se trouvant ainsi déterminé de manière que les 
oscillations entières CM AND soient tautochrones , et, par l'état de la 
question , les oscillations descendantes CM A jouissant séparément de 
de cette propriété, les oscillations ascendantes AND en jouiront aussi 
nécessairement ; ainsi le mobile, partant de A avec une vitesse due à 
une hauteur quelconque AB ^ remontera toujours à cette hauteur en 
suivant AND j dans un temps déterminé^ temps qui est égal à celui 
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de sa descente suivant DNA s'il est posé en D sans vitesse initiale , et la 
solution analytique devra, vu la généralité de l'analyse, faire connaître 
toutes les courbes^iVZ) auxquelles ce que je viens de dire est applicable. 
Considérant donc la courbe ^JliC comme une demi- cycloïde engen- 
drée par un cercle dont le diamètre ^ A ,aa aura j = i Va» ,■ et cette 
valeur, substituée dans l'équation s-\-a = a VTa de l'art. 979, donne 

AND est donc aussi une cycloïde engendrée par un cercle dont le dia- 
mètre = (J^ — 'VA)*; mais comme a est, art. 982, une quantité 
entièrement arbitraire, la valeur du diamètre (►^ — y"Â)' pourra 
aussi être prise à volonté. L'analyse nous indique, par-lÀ, qu'une cyclo- 
ïde quelconque satisfait à la condition exigée , si elle a son sommet 
en ^ j et si elle est , à ce point A , tangente à l'horizontale H AU', 
et comme la solution , indéterminée relativement au paramètre de la 
courbe trouvée , est déterminée relativement à la nature de cette courbe, 
il faut en conclure que l'espèce de tautochronisme dont il s'agit ici, est 
exclusivement propre à la cycloïde. Huyghens est le premier qui nous 
l'ait fait connaître , et , à cet ^gard , il n'y a rien k ajouter, ainsi que 
je l'ai dit, art. 978, à sa découverte. 

Du lantocbronitme considéré dam lei courbes & double courbure. 

985. Les positions des différents points d'une courbe à double cour- 
bure étant rapportées à trois plans coordonnés dont les lignes d'inter- 
sections sont les axes des a; ^ ^ et « ^ si un point matériel , assujetti k 
se mouvoir sur celte courbe , est sollicité par une force constamment 
llèlc k l'un des axes, à l';ixe des z par <-xcmplc , et si l'intensité de 
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]*angle formé par cet élément ds et par l'axe des zj en effet, Z étant la 
force parallèle aux Zj dans l'expression de laquelle il n'entre d'autre va- 

riable que Zj la force accélératrice = — r— Zj la vitesse i^ = V^v^^fzdT^ 

p ds ^ 

le temps / = / , ^ ^^ . ^ toutes quantités rapportées au 

mouvement dans te sens de la courbe , seront entièrement indépendantes 
de la projection de cette courbe s.ur le plan xj^ laquelle [>rojection de- 
meurera arbitraire ; on rendra la vérité de cette proposition encore plus 
sensible , en désignant par i^ l'angle variable que forme , avec l'axe 
des z^yin élément quelconque ds de la courbe^ au moyen de quoi on 

dz 

aura ds = j- . et les valeurs précédentes se changeront en Z cos. it • 

• COS. 1^ n d 

v=\nF:^^imr, t = J-^^^-^-py==. , expressions évi- 

demment indépendantes dç toutes relations entre Jes coordonnées x et 
^ ^ puisque^ par hypothèse , ces relations n'ont aucune influence sur le» 
longueurs des éléments de courbe ds ^ tt sur les angles qu'ils forment 
avec l'axe des z. 

986. La conséquence de ce théorème est qae , pour le cas du mou -^ 
vement^dans le vide^ dû à la seule pesanteur ^ les problèmes ^ concernant 
le tautochronisme dont peuvent jouir les courbes à double courbure , 
ne doivent être distingués en rien des problèmes de même espèce qui 
sont relatifs aux courbes planes. Si une courbe à double courbure est 
tautochrone, soit dans le sens de l'art. 973, soit dans le sens de l'art^ 
978, en la concevant tracée sur une surface cylindrique à génératrices 
verticales, on pourra donner à cette surface toutes les formes compa- 
tibles avec la continuité de sa courbure et la direction verticale de ses 
génératrices, sans que la loi du mouvement sur la tautochrone soit al- 
térée, et réciproquement, lorsqu'on a déterminé une tautochrone plane, 
parles méthodes données depuis l'art. 978, si on infléchit, d'une ma- 
nière quelconque, le plan qui la renferme, en conservant la position 
verticale à toutes les lignes qui avaient cette position avant l'inflexion 
du plan, le mouvement aura lieu, sur les courbes à double courbure 
ainsi obtenues , absolument comme il avait Heu sur la courbe plane ^ 
c'est-à-dire qu'au bout du même temps le mobile occupera le même 
point , y aura la même vitesse , etCr 
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D'après ce résultat» une courbe à double courbure , qui jouiraït daoa 
le vide , et en vertu de k seule pesanteur , de la propriété du tauto- 
chnmisme définie art. 978 , ne pourrait être qu'une cycloïde , tracée sur 
une surface cylindrique à génératrices verticales, et susceptible de de- 
venir une cycloïde plane ordinaire en développant la surface cylindrique 
de manière que toutes ses génératrices se trouvent dans un même plan. 

Définition de la propriété qui renii UUe courbe hrachystocbrone (*). SoIutîoN 
élémentaire dn problème de la brachyftocfcrone dans le ride, le* deux pointi 
extrémea de ta courbe parcourue étant fiiea. 

987. La théorie du mouvement d'un point matériel, qui se meut sur 
une courbe différente de celle que les forces auxquelles il est soumis 
tendent à lui faire décrire, comporte, ainsi que je l'ai déjà dit, deux 
cas généraux; dans le premier de ces cas, traité depuis l'art. 917 jusqu'à 
l'art. 97a, le mobile .est assujetti à parcourir une courbe déterminée, 
dans le second , son mouvement doit être assujetti à des conditions don- 
nées et on cherche la courbe sur laquelle il doit se mouvoir pour satls* 
faire à ces conditions. 

Les questions traitées art. 979 et suivants appartiennent à l'un et à 
l'autre de ces deux cas , celle dont je vais m'occupcr appartient exclusive- 
ment au dernier ; je vais d'abord en donner renoncé. 

« Trouver la courbe sur laquelle un point matériel pesant doit se 
« mouvoir pour arriver, en vertu de &a pesanteur, dans le moindre 
■' temps possible, d'un point de l'espace à un autre, les. positions du 
w point de départ et du point d'arrivée pouvant être, où fixes, ou aseu* 
« jetties à des conditions données ». 




> 7 ^ " C V * > \ X ^ ^ ,, 



ride catte < te < a , xfoics iacs^ ^ ^ 'vmv « '<«Xvv >i\vavmv\ n ;jk ^\v- >\ 
de plos ^viir Àsnsïf «f .'4» ^ "^c^ ^''<' ,\> -<v^^n n'*^ ^< ^^M•^v n^- 

OHirbe dom ils^i^ » trcs^^r lrJKN>t, bivj^.VMi^ ^na vsAs^tsx xs 
ces génèratTices l»arlK«i:«W ^ue k oe^i^r )\fcv ^^^^ xS \'' x )n)^s\a à ^«^s*" 
distance infiaUnent petite riwae de T^io^iv^ 1\w<^\m!.V >^u^ K>8^ W)\^\v Ami ^ 
en vertu de la pTopriêtè qui r»d U li^AK^-^lNMi^f h^^^hx i^Us h^\M\c ^ %^^\v 
fianchie par le mobile, dan$ le niiùmilnr lem)N« |v^^^hU\ c>a\ ^ ^v n\\4M)o 
arrivant à la gèaéralrice 6^ avec une vhfMie d^Mii^tV » \u\^^|\UM\\«>4U , \\m 
l'abaissement vertical de cette ligne auM)eMOM« \\\\ \\\\\\\\ \W \U^|w^il, 
vitesse avec laquelle il prcinirra la diAt^uwe \\v ti j^ ii\ %\\\ m ju^uiuu 
supposer «ine augmentation au minimum de t('m|\ii iloul )v \ \%^\\à \W \\i\\ Ws 
qu'autant qu'il en résulterait desaugn^rntalionii do la vilriiM' du iMulMir , 
k sa rencontre avec les génératrice» suivaulm , pntprt*^ U i^uhlu dm 1 mu 
pensatiofis; mais la vUe^%e, en (i^, est, art. (^44, toul h Iciii iiuli''|H*ii 
dante tant de la ligne parcourue depuis le point ilc* dc'jmil |i<M|iri« /«' 
que du temps employé k faire ce trajet , et, en \i^hïi*in\ « rrli'inriil i\o 
temps di pendant lequel te mobile va de 6* U fi' u'u ata tiiir iiilhinn 1 
sur la durée du passage de 6" k G'', de 6'' U ir' vu. ((;*', //", n. 
étant des génératrices placées k la suite df 6'^), ilniu un i\r ^mii ilni 
perdre sur ce temps di qui ncf soit perdu Mir k i«'Ui|ib lolali el «i f// 
n'est pas un minimum la courl>e nVtfi pan brariiy^foihruur, 

Le mobile, en allant d'une génératrici' qu^U»iwjW k lu g/vhuifutf 
infinînient voisine, doit donc suivra la pf^i'i^iidi^ ulaii<' nfmumhv U a^ 
deux lignes, d'où il suit que la bra<.hy«ty>« iir//n^ i*)>l «jfiA* iA^m\)â' $i4finiuU' fiu n 
k toutes les génératrices et dont tous W [^AnU t^ tr/uvi/^l , par rj/ikti' 
9 smr le plan venicai av^ l^qu^^ <<^ ^f-ut^rdint â% U/$ii i4>uU'» uii 
droit; ce plan est, par VêiM <Ur ï'^ <jU<-t»ûo«, O'iui '^«^^ fininun 
le point de départ ^. if* point à''<irn\rir. 

985. La bracbyBiodiron<? «t dvn<, uar cvurb* yUtM-, <iwM U- <m 4'/iM 
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il s'a^t ici , «t on parviendra très-facilement & la détermination de cette 
courbe par la solution du probléfne suivant ; « un point matériel pesant 
« partant d'un point u4 d'une horizontale ^B et arrivant, par une courbe 
M quelconque, en vertu de sa pesanteur, sur l'un des eûtes ^rd'un angle 
w infiniment petit fri^ tracé dans un plan vertical , déterminer le point 
« y et la direction du mouvement, tant à l'arrivée du mobile k ce 
« point g que dans l'angle çn, de manière que le temps employé par 
» ce mobile à traverser l'angle grt soit un minimum ». 

D'abord en considérant ç comme le point cherché, et çt comme la 
ligne qui, dans l'angle ^rf, satisfait aux conditions du problème, il est 
évident , quelque soit la vitesseet la direction du mouvement en 9 , que 
^t doit être perpendiculaire aux côlés gret ir , c'est-à-dire doit être 
un arc élémentaire tracé du centre rj si , de- plus , on fait attention que 
la vitesse du mobile, vn q , uniquement due à ta différence de niveau 
entre A etq , serait, art. 942 , nécessairement diminuée si la direction 
de celte vitesse faisait un angle fini avec l'arc ql , ce qui occasion- 
nerait, en pure perte, une augmentation dans le temps employé à 
parcourir cet arc, on verra que la directipn du mouvement, en q j doit 
êtreperpendiculaireàryetse trouver, dans un même plan, avec ^r et /^. 

Ces préliminaires posés, il ne s'agit plus que de chercher la position 
du point y j ou la valeur de ;;yj' je fais an^/e j4pq=^^, angle ^ns=o, 
qp=ç etpr=:aj je continue k représenter par ^ la force accéléra- 
trice due à la pesanteur, et traçant la verticale gm, j'ai ^^^ x 
sin. Apq = (} sin. ^. La vitesse en 9 a pour valeur , ^{Mg'Kqm) = 
y%gÇaiD^, et, l'espace ^^j à parcourir, étant égal à (a + f») a, l'ex- 
pression du temps, désigné par t, employé à traverser l'angle qrl est 
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Soient maintenant A et C les deux points entre lesquels on cherche 
la courbe par laquelle le mobile pesant arriverait , dans le moindre 
teoips possible, de A en Cj je fais passer par ces deux points une cy- 
cloîde ayant son origine en ^ et sa base sur l'Horizontale' >^A^' chacun 
des rayons de courbure ^r de cette courbe étant, comme on sait^ divisé 
en deux parties égales par la base AB^ le mobile abandonné à la pe- 
santeur sur l'arc fini AqtC satisfait , en parcourant un arc élémentaire 
quelconque ^/^ ou en traversant l'angle qrt^^ toutes les conditions 
ci -dessus énoncées ; ainsi un second mobile qui, pour aller de A en 
Cf auivrmt toute autre courbe Aq'lfC y employerait nécessairement 
plus de temps que le premier, soit à traverser cet angle qrt en suivant 
i'airc élémentaire q^d y soit à traverser tout autre angle infiniment petit 
ÂNrmé par deux rayons de courbure de la cycloïde AqiCj le temps 
Cotai employé à aller de A en C^ en suivant cette cycloïde ^ sera donc 
]plui court que le temps total employé à parcourir toute autre courbe 
entre les mêmes points. 

990. La cycloïde se trouve ainsi , dans le vide , courbe tautochrone 
et courbe brachystochrone , et c'est principalement à cette réunion de 
propriétés curieuses qu'elle doit la célébrité dont elle jouit. Toutes les 
cydoïdes sont des courbes semblables puisque leur équation générale n'a 
qu'une seule constante, le diamètre du cercle générateur; d'après cela la 
position de l'origine A^ celle d'un autre point C et celle de la h^A^AB 
suffisent pour la construction de la courbe entière. On a l'équation sui * 
vante entre les coordonnées horizontales x et les coordonnées verticales 
Zj l'origine étant en A 

œ=zia arc. Jsin. = -rj'l/az—z'' > — \/^ai — t»i 

le diamètre du cercle générateur ^= a^ c'est l'inconnue qu'il s'agit de 
déterminer et en élevant, par le point C la verticale CBj et , substituant, 
dans l'équation précédente, pour xetZj les valeurs de AB et BCj a 
restera seul, dans cette équation, avec des quantités connues, mais il 
se trouvera compris dans une fonction transcendante. 

On pourra construire graphiquement la courbe qui résout le problé- ^'K* 9« 
me, avec beaucoup de facilité, si on a une cycloïde tracée et rapportée à 
un cercle générateur quelconque } soit Aghb cette cycloïde, dont la base 
I 32 • 
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^h est mise' dans une position horizontale, ^ et C les deux points par 
lesquels doit passer la courbe brachystochrone ; menant la corde ^^Cle 
diamètre dii Cercle générateur de la brachystochrone sera une 4.* pro- 
portionnelle à jigf -AC et au diamètre du cercle générateur de Agltb. 

PrÎDCÎpei de la méthode des variations pour servir d'introduction à la tolutioD 
générale de problème de la brachyitocbroDe. 

991. Le problème de la courbe de plus vite descente, dans le vide et 
entre deux points fixes, est complètement résolu, dans le chapitre pré- 
cédent , par des considérations immédiates et élémentaires ; )e vaû en- 
visager ce problème sous un point de vue plus g^éral , et, en cela, j'ai , 
pour objet principal , de donner aux élèves un exemple également utile et 
curieux de l'application qu'on peut faire , aux questions de mécanique , 
-de la méthode des variations dont |e démontrerai d'abord les formules 
fondamentales , afin de rendre plus complète l'instruction qu'ils tireront 
de cet exemple. 

Soit ïTj j*j * trois variables qu'on peut supposer être les coohioniiées 
d'une courbe à double courbure , et 27 une fonction quelconque tant de 
ces variables que de leurs différentielles du 1.", a..*, etc. ordre, renfer- 
njant, de plus , les coordonnées fTa^^o^Saj ^is^ty ^n <)»i se rappor- 
tent , respectivement , à deux points particuliers de là coui^, er leurs 
différentielles du i.«', fi,«, etc. ordre. 

Si on fait varier, dans la fonction JJ, tes quantités x^y, Sj x^^y^j z,,, 
Xffjr,,i,j et les différentielles qui en dépendent, en attribuant.'ît cha- 
cune de ces variables, un incrément infiniment petit par rapport à elle, 
mais arbitraire et désigné par la caractéristique â, dont j'ai déjà expliqué, 
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' La valeur de âU peut donc se mettre sou9 la forme générale 

pàT^ +p^âdx ^p'^âddx +erc. 
+ ^ày ^^èdy -^-tf^&ddj +etc. 
+ rrf^ +r^àdz + r^'àddz + etc. 
+ Poàxo + P'oàdxo + P'^oàddxo + etc. 
+ Qoàjo+ QJâdjo + Qd'àddjo + etc. 
+Roàzo + Roàdzo + Ro"àddio +etc, 
+P,àx, + P/àdx, + P/'âdâx,^çtc. 
+ Q,àjf+Q/àdj,^-Qf'âddj,^-eXc. 
+R,âz, + R/âdz, +R/'àddz, +etc. 

Le$ côè0icients )5>^ p'^ etc. y^ ^% etc.^ r, / etc. étant les mêmes qu'on 
trouverait en calculant dUj et considérant Xojjyo^ Zoj x^^j^y z, et 
les quantitéç qui en dérivent comme des constantes. 

99&. Q faut 9 maintenant, trouver l'expression dey^^Z/ prise depuis la 
limiteoùonarF = a?p^j^=j'o^ -5 = ^0 jusqu'à la limite oùon aa?=iF,^ 
^==y,j -«=-5,, et j'observe d'abord quejrfj?©^ ddxo, etc. âXfjâdx,, etc. 
et les quantités analogues « en j^ et 2^ appartenant à des points parti- 
culiers, sont constantes par rapport au signe f. De plus les expressions 
âJx et dâx^âddx et ddàx ^ etc. sont identiques, car x^ ocf ^ x" étant 
trois valeurs consécutives liées par les relations x" — a?' = dv^ ^ 
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X = dxy on a â{x' — x) = àdxj mais à{v' — x)=^àx' — àx =: dàx^ 
donc âdx et dâx représentent, sous deux formes, la valeur àçà{x' — x). 
De même à(dx^ — dx) = àddxj et , comme on a dx' = .r" — x^ ^ 
dx = a?' — X y xm trouve, sous une autre forme , d {dx' — dx) = 
{àx''—àx') — {àx''—àx)=:dâx'—dâx = d^âx^ etc. 
On a, d'après ces observations, 

fpàx ^fp'ddx +fp'^d^ &x + etc. 

+ fqày^ f/^^J +ff^^^J + etc. 
+ frâz+ fr'dâz + fr" d^âz + etc. 
+âxofPo+ddTo/P'o+d^ffx^P''o+^ic. * 

/àû={ +àr<^/X?o+dàr^o+d^àr^'o+etc. 

+dzofR^ + ddzc/R'o + d^dzcfR"o + etc. 
+àTj:P,+dâxJ'P% Jtd^dxJP", + etc. 

+ rfj^,y Ç>,+ dàyjqf, +d-âjjr^\ +etc. 
l + âz/R, + ddzJR', +i/^ dzJR", + etc, : ; 
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993. Pouriéduire lestermea qui contifaient dâx, tfiâXf ttcdfy, 
t^ây^ etc. 4d^, ^dk^etc, sou» le w^pef, fa n'avoir plus, sous ce signe, 
que les variations (^J!^<{r^^ » on employera les intégrations par parties 
qui donnent 

/p' dâx ^j/àa — /dp' âx } 

/p"d^âx^p"dàx — dp^'dx'\-fd*p"dxs 
ffé^âx = p"'d^àx — dp"'dàx + d*p'"âx-~fd^p"'âx. 
Les termes quï se rapportent kjf eiz fauroisaant des expressions de 
même forme , on aura 
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ment» les variations âa, db y âe affecteront tous les points déterminés 
par d?^jr^ «^ x,^j,^ z^j et seront^ par rapport à la nouvelle origine, 
soustractives des variations â(Vj djTj àzj àx, ^ àjr, j àz^^ qui se rap- 
portent à l'origine primitive. 

Cependant ce changement d'origine n'aura aucune influence sur les 
variations des diflTérentielles dxj ddx, etc. djy ddy^ etc. dz ^ ddz etc. , 
car X et a/ étant deux abscisses liées par la relation a/ — x=i dxj la 
variation de dx sera à\ {x' — âa) — {x — àa) \ =^à{x' — x)=zàdxj 
etc«^ d'où Ton voit que àdx^ àddxj etc., sont des quantités indépen- 
dantes de àaj et ainsi des autres variations de même espèce. 

11 suffira donc, pour rendre la valeur àefâV de l'art, précédent appli - 
cable au cas dont il s'agit ici, de substituer à pàx, qdjy rdz^ P/àx^y Q/ày, , 
BgàZf y les produits respectifs p {dx — dd) , q {dy — àb) j r(àz — àc) , 
Pf{àXf — à^)> Qt (^/ — ^^)^ ^ti.^/ — àc),et de supprimer tous les ter- 
mes dans lesquels se trouvent XofjojZo, et ceux qui en dérivent, ce qui 
revientàsubstituer simplement, dans l'équation de l'art, précédent, à la 
collection des termes dont je viens de parler qui se rapportent à l'origine 
de l'intégrale, les quanti tés— (^///(/z + ^,), — àbf{q + Q,), — ârf{r+ B,) , 
sans rien changer d'ailleurs aux autres termes de cette équation. 

995. Les équations des articles précédents se simplifieront si on con- 
sidère une des différentielles dxj éy ^ dz ^ comme constante; soit dx 
cette difïerentielle, on pourra, sans nuire à la généralité des résultats 
prendre aussi âx pour variation constante , bien entendu que tout ce 
que je dis ici de x s'applique également â Xo et à x,. On aura ainsi 
y=o^/'=rOj|etc.P'o=o^P''o = o^etc. P',^o, P", = o, etc. 

Or, dans l'hypothèse de dx constant, la fonction U est de la forme 

donc 




;.^,«o„,.= (-) = Ui^ =..(-!> 



fp âx = dxfp ^ dxfdx f—]^^ = f^àx. 

Ainsi, pour introduire dans l'équation de l'art. 993 la condition de 
dx =^ consianlCy 1 faut, ^ la collection de tous les termes multipliés 
par rf.r^ dâxy d^dx , etc.dàxoj d^dx^, etc. ^c^.r,^^3?«£^,r,, etc. substituer 
le terme unique Wdx^ les termes multipliés par dxo^ âr, ou paràayàx^^ 
dans l'équation de l'article cité, ou dans cette même équation modifiée 
d'après ce qui est dit à l'article précédent , étant conservés. 
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996. la valeur de/tfZ/ donnée par l'iquatioD de l'art. 998 est t4ca - 
tique avec celle de ^fOs ^j'avau dé}& employé,. art. 844, la traoïpoai- 
tioD de8 8ignesrfety;)eneffet,/f7 peut £tre considéré comme le terme 
sommatoire d'une série dont U est le terme général , les dîfïî&mices de 
chaque terme particulier à celui qui le précède et à cdui qui le suit , 
étaot infinimeot petites, par raj^port & ces termes qui sont en nombrie in- 
fini et de même ordre entr*eux; cette série ^leut être r^méteatée par 

(i) fa= [r+V+V'-i-ctc. 

et on a la série correspondante des variations 

(a) àJV=àD'+àD"+àir"+etc. 

or àU étant le terme général de la série (a) comme 27 est le terme 
général de (i) , le terme sommatoire de (3) sera , par conséquent, 

/à[r= àV+âU"+àV'"+etc. 
on a donc 

(3) fdV=âfU. 

997. Désignant dans l'équation de l'art. 998 par a les termes de la 
valeur àe/âV qui renferment àx , ày et dt sous le signe y^ par ^ 
la collection de tous les termes qui renferment des intégrales où 
âx, âjr et di, ne sont pas sous le signe /" (ces dernières int^rales sont 
celles qui ont pour facteurs {fx^ ^ àyo, è^, âx,, âx,,ài,j et les dif- 
férentielles de ces variations, les termes qui se rapportent à â^Bj^oj z„^ 
pouvant être , art. 994 remplacés par trois intégrales multipliées, res- 
pectivement , par àa, àbj de) et par 1^ la collection de tous les termes 
qui , ne renfermant point d'intégrales, sont multipliés par âx, dy, âz et 
par les difTérentielles de ces variations, la valeur générale AcfâU.iien 

fdU ^ a-'r}^-\--\l+ canslanle. 
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(a) constante = — -^/a; 

•X la valeur générale indéterminée àv/àU deviendra 

(3) /rff/=aH-^ + iA — \io. 

Je vais d'abord m'occuper de la partie ^+i^- — ^to du 2.* membre de 
cette équation. Toutes les intégrales comprises dans pétant d'abord effêc- 
tuéesséparémentet chaque constante particulière déterminée de manière 
que l'intégrale qui répond à celle constante s'évanouisse lorqu'oii y fera 
a: ^ x^, j- ^jo, 2= ;o, etc. , il est manifeste que la partie àçJâU 
exprimée par ^ + '4' — \ta s'évanouira lorsqu'on y introduira les valeurs 
relatives à l'origine de l'intégrale, c'est-à-dire lorsqu'on y fera ^t^i^o, 
et qu'on substituera dans f, Xo au lieu de ^.j'o au lieu 7, So au lieu de; , 
etc. , mais/" àll devant être prise dejjuis le point où x ^ -^o , j)' ^JTo . 
X =So, jusqu'à celui où .r= .r, ,y=j,, z = û, , pour introduire celte 
condition dans la partie de fdU représentée par ,f + ^ — ^o il faut , 
dans les termes variables ^ et tp (disposés de manière à s'évanouir 
quand on y fait rr = a:o,etc,) substituer, à toutes les variables, les valeurs 
qui conviennent à la seconde limite de l'intégrale, c'est -à - dire faire 
X ^x,, etc. 

f et ^ acquerront, par ces substitutions, des valeurs Ç, et 1^, et l'ex- 
pression définie de la partie, que je considère, de l'intégrale fdV, 
prise dans les limites ci - dessus assignées sera 

Ces quantités ne renferment plus que des termes de la forme 
ftdxoj i'^dxoj k"d'âxQ; etc. 
màjoS m'àdjej n^'d^âjo) etc. 
nàZaJ n' dâiaj n" d^ ^Zo j etc. 
Kàx,i K'dôx,j K"d^àx,j etc. 
Mây,s M'dàjfj M" d^y, ; etc. 
?iàij N'dàz.j N"d^6z, j etc. 
fmes qui se rapportent liXo,j-o, Zo devant être, art. 994, rempla- 
cés par trois termes de la forme G'àa , G"M , G"'dc , lorsqu'on a 
Xa^o, jo^o, ;(.= o et tous les coèfllcients des quantités aflTectées 
au signe à étant des quantités constantes. 

998. Je passe à l'iniégrale a qui renferme àx , djy , et àz sous le signe 
: on peut supposer que la valeur définie complète de cette intégrale 
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prise entre la linnite oU onaa)=sXo,j'.ssEyoi «=;&«• et celle oùoaa 



s X, est de la forme 



. + X^x, 

. + r^s, i 

les termes généraux des séries qui composent le a.* membre ét^t repré- 
sentés par /i(fj:,^uf^,y{f2. Il esta remarquerque^ei^a etVo, X,,ft,f Vf, 
sont des coefficients d'un ordre inférieur & celui des coefficients A, m. n, 
Kj Mf Nj de l'art, précédent et qu'ainsi ^o ^o > f^Q^a > v^o^i^^i t 
^i^yi > *i^^i i ne doivent point être compris parmîs les termes dont 
cet article offre le tableau. 

99^. Il reste , maintenant, à indiquer l'objet et l'Msage de l'anal^^e 
et des formules préçédiïntes ; les problêmes qu'on a à résoudre \ par la 
méthode' des variations, se réduisent, ordinairement, à trouver les rela- 
tions entre ir ^ ^ et a qui nnàeatjrU un maximum ou un minimum , 
dans les limites ci -dessus assignées ; ces relations doivent dinic être telles 
qu'on ait âytl^o, équation identique, art. 996 , avec /<?{/'= o , 0(i 
qu'on ait, art. 997. 

(i) ..,,...,. , (7+^,+ vt, — ^to==p; 
or la partie a de cette intégrale renferme , comme on a vu ji l'article 
précédent , les variations de x'j a;", elc^j jr"^ etc. s'^ a" etc., dans 
l'étendue entière de l'intégrale , variations qui sont et indépendantes 
entr'elles, et indépendantes des variations àexo j^o f *o» ^ity^n */• 
qui se rapportent aux limites ; on doit donc avoir séparément <r^ o , 
mais, lorsque a est nul, l'indépendance qui existe entre tous les termes 
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i^Ine de ces équations doit pouvoir être conclue des deux autres. 
Je trouverai] , dans la suite du roui's, plus d'une occasion de faire 
Bcntir aux élèves i'utîlité de la théorie dont je viens de leur exposer 
lommairetnent les principes généraux, en y ajoutant, même, encore 
i]ucl<|ues dévcloppemenis. 

ooo. a étant nul séparément, on a 

f , + ^t, — i^'o = o ; 
toutes les quantités qui entrent dans cette équation se rapportent aux 
limites de l'intégrale /VZ/j où ces quantités sont, en général, liées par 
des relations ; les variations tJro , âjo , âzo , etc. àx, , ày, , tfî, , etc. ne 
peuvent donc pas être regardées comme indépendantes entr'elles et on 
levra, dans chaque cas particulier, combiner, avec l'équation précédente, 
celles qui expriment les relations dont je viens de parler et qui doivent 
former une partie des données du problême, Dans l'exemple que je pré- 
senterai bientôt on a une équation particulière pour chaque limite, 
looi. L'égalité à zéro de l'expression àfV donne les relations entre 
y et s, d'après lesquellesyi/ est, entre des limites déterminées, ou 
maximum ou un minimum; on a, pour distinguer le premier cas du 
second , des règles analogues à celles que fournit la méthode ordinaire 
des masima et minima ; l'analyse suivante , du problême de la plus 
vite descente, offrira un exemple de l'application de ces règles. 

Application de» principes expotés dan» le chapitre précédent à une joliilioB 
du problême de U bracliyiloclironc , plus générale que celle des articles 
989 et 99a. 

lOoa. J'ai résolu, art. 989 et 990, le problême de la courbe de plu» 
vile descente par des considérations immédiates et élémentaires, en sup- 
posant que les points de départ et d'arrivée étaient fixes dans l'espace ; je 
vais maintenant donner le même problême comme exemple de ra[)pli- 
caiion de la méthode des variations, et, afin que les élèves retirent de cet 
exemple toute l'utilité possible, je substituerai, aux points fixes de départ 
et d'arrivée, deux courbes données et fixes, et il s'agira de trouver une 
troisième courbe sur laquelle le mobile pesant parvienne, dans un mi- 
nimum de temps , de l;i première h la seconde courbe donnée en ajoutant 
encore aux nouvelles conditions celle d'une vitesse initiale imprmée au 
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mobile.LeS points respectifs, de départ et d'arrivée sur Tune et l'autre de 
Ces deux coi^be«,'se trouvent ici au nombre des inconnues du problème 
et doivent être déterniioées par l'analyse. 
^ig ï°- Soient TFet T'V\ti deux courbes fixes, & simple ou double cour- 
bure , entre lesquelles un veut avoir la courbe de ptua vite descente ; je 
suppose d'abord que cette dernière peut être h. double courbure, et je 
rapporte les positions de tous ses points à trois coordonnées x ^y , i 
dont l'origine commune est au point Aj le plan xy étant horizontal et 
l'axe des 2 vertical. Le plan de la planche représente celui des xz, et 
CMO est la projection , sur ce plan, de la brachystochrooe cher- 
chée, AZ est l'axe vertical des Zj comptés positivement de haut en bas, 
AX l'axe horizontal des x , et le mobile se trouvant eo M au bout du 
temps tf on uAP^ x , PM^z, arc projeté en CM^s. 

Ce mobile part du point inconnu C avec une certaine vitesse initiale 
que je suppose due à une hauteur CQ, le point Q étant placé sur une 
horizontale DÇE dont la position dépend , ou non, de celle du point C'j 
je désigne par K la hauteur verticale ÇB ou l'élévation du plan des .rjy 
au-dessus de l'horizontale DÇE. 

. ioo3. Lorsque le mobile, parti du point C, est arrivéenAf^ sa vitesse 
{HCRH' étant une horizontale) est due à la hauteur MR-¥RN= 
MN=^PM — PN=i — XjCt a, pour valeur, y^gi s — Jèj > U parcourl, 
avec cette vitesse, l'arc élémentaire de courbe ds ou Vdx* + rfy ' -H dl^ , 
pendant un temps infiniment petit dt Fgal à 

{dx^+dy^-\-dz^Y . 
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et la quantité ~ ' r ~ est, pour le cas dont 11 s'agit ici, 

la. correspondante de celle que j'ai désignée par 27 dans l'analyse générale 
des art. 991 , 992 et suivants, j'ai donc dans ce même cas 



{dx^^'dj^+dz^)'^ 

2(«_K)T 

dx 

+ - 



(3) dU = 



« ddx 



+ 



^.r . _^jr 



\(z~-K) (dx' + dj>+di»)\^ 
^ . ? ; ddij 



|(,^K) {dx>-^dy*+dz*)\* 
d'où , en remettant pour dx* + dj* + dz* sa valeur ds et faisant 
(4) (z_K)T=^, 



on déduit 



(S) . . . . 



dx 

djr 



p" = j etc. 



9 = oj 



V = 
ds 



ds 



ç"^oj 



etc. 



. •/ = 



dz 



}f" = o y . etc. 



ç^ ' ç ds 

et ces valeurs introduites dans l'équation générale de l'art. 998 donnent, 
pour la partie de/àU c[u\ renferme les variations âx j ây et dz sous 
le signe/^ 



(6). ..fdU=^ 



/( ds /dz\) , |''"pècode 



Les termes ci -à côté 
sont les seuls nécessai- 
res pour délerniiner 
l'espèce de la courbe 



etc. 



on a donc art. 999 



ièo Dynamique étéMENTAiRE. 

on tire, de la combinaison des a premières équMions (7) ,■ . ^ cons- 
tante ; ainsi la projection orthogonale de là courl>e sur le plan horizontal 
des iicy est une ligne droite, la courbe «st plane ayant sa trace sur le 
plan vertical qui renferme les points de départ et d'arrivée. 

1004. Ce résultat est applicable à toutes les hypothèses qu'on peut 
faire sur les courbes TCF et 7" C K' ; je suppose maintenant , pour plus 
de simplicité , que ces deux courbes sont tracées sur un même [dan ver- 
tical qui sera le plan ara^ la courbe cherchée se trouvera par conséquent 
dans. ce même plan et les équations (i) et (a) de l'article précédent 
deviendront 

(,) rf,=i^i±^=j7|/z:., 

(2) . ■ fï}=f ■ -=■ minimum. 

la fonction U ne contient que les dlfTérentielles du premier ordre de x 
et zj la seule quantité relative aux limites, qui s'y trouve, est A^ 
appartenant à la. première limite et égale à la différence entre l'ordon- 
née initiale ;„ et la hauteur due à la vitesse initiale ; on n'y voit au- 
cune quanliti' appartenant à la seconde limite. Ainsi on a, dans l'équa- 
tion de l'art. 991 , tous les termes relatifs à la coordonnée horizontale 
pétant préalablement supprimés, p"=o,p"'^ o, etc. r"=o,^"=0, 
etc. P'f^ =0, F"o = o.etc. /f'o = o, ^"0 = 0, etc. ^, = 0, P'^=o, 
P" ,=L o, etc. /(, = 0, fl',:=o, /i", = o, et cette équation se réduit à 

/•)\ \TJ —\ pàx-\-p'(}Ô.T-\-rdzA-t'ddz 

(d) . . . cit/- j ^^^^^^ +Boàz,; 

d'où on déduit, en observant que dx^ et ây^ sont des constantes par 
rapport au signe/", et transposant les signes à et /i^ le tout conformé- 
ment à ce qui est dit art. 992, 

U) fàU^fpàx-i^/fj'MT+/ràz+//dâz 

\vs intégrations par parties, art, ()Ç)3 , ûi nmfnt/// t/Jx = p' â.r — Jdp'ôxi 

jydàz^j'ài—fUr'ài, d'où 
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(5) . . ./àU=à/U=f{p — Jp')àx+J\r—^r')àz 

+ p^àx +/àz 

+ constante. 

ioo5. Les îniégra\es/{p~iip')àXj,/{r—d/)dz,/P^jfÇ^^ 
considérées d'abord comme indéfinies , doivent s'évanouir lorsqu'on y 
introduit les valeurs des variables qui conviennent à l'origine, et cette 
introduction change p'àx + r^àz en p'oàxçy + r' ^âz^^ on a donc pour 
la valeur de la quantité correspondante à i^o ^ art. 997 , 

(i) cons^tante = — (/^'o^'^o + ^o^^o) ; 

substituant cette valeur de la constante et donnant ensuite aux variables 
les valeurs qui conviennent à la seconde limite de l'intégrale , ce qui 
change p' dx^r' dz en p' fàXfJ^r^^dz^^ on a la valeur définie de l'inté- 
grale fâ U 

tff^p — dp')dx^J{r—d/)dz 1 

{tt) . JdV =dfV = \+ {p' ,âx,—p' ^dx^)^^!^ ,dz,^T' ^dzA'=o 

l+àx^JP^ +rf2o//?o 5 

foules les expressions affectées du signe/*^ dans le deuxième membre , 

étant des intégrales définies prises dans les limites assignées par l'état 

de la question. 

1006. Prenant les valeurs, de /?^ p'j r^ r'j P^ et Q^ déduites de 

idx^'^'dz^^^ 
l'expression Z7= -^— ^ ^-~ — ^ et observant 1°. que les coefficients 

(s— A)T 
P y P 3 9 y ^' sont identiques avec ceux qu'on obtiendrait par la diffé- 
rentiation ordinaire de U ^ en regardant K comme constante, fiP. que 
K^ fonction des coordonnées initiales, a une variation de la forme 



<^' '^-{^y-A^') 



àz, 



on trouve 



dx 
p = o j p' = 



y{z~K){dx^ + dz^) ^ 

.. J , ydx^ + dz ^ ^^ 

^^)''V- '■ (,_K)r "' y{dz-K)(dx^ + dz^)'' 



et si on veut employer la notation abrégée 
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(5) . . . . , \ pTi^^-^fii y'am'-^d^~*xd>j\ 
les équati(HiS (4) «e cfanugent en 



(«) 



■< p =- 

• * . 
"F" 



^ds 



ds 
pds 



On a de plus à la première et à la deuxième limite . 



(7). 



y. 





i P, 


di„ 


e-'^'- 


eA,' 



p^,dso,ç,, ds, étant, respectivement, les valeurs de ^et ds au point 
C et au point C. 

T007. Les quantités indépendantes & égaler à zéro dans le a." membre 
de l'ëquatîon (2) de l'art. ioo5 sont, art. 999, i.° chacun des éléments, 
en particulier, des int^ralesy"(/ï — dp")dx tt f{r — dr')âz parce 
que chacun de ces éléments , en se rapportant à un âx ou un ds indé - 
pendant de tous les autres, doit être nul en particulier, ce qu'on «prime 
par l'équation 

(1) {p — d//)àx = oi 

applicable à l'un quelconque des éléments qui ont un des àx pour 
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« 

1008. Ainsi voilà quatre équations dé duitcs de l'égalité à zéro du 2.^ 
membre de Téquation (2) de l'art. ioo5 ; les deux premières sont posées 
dans l'article précédent , mais, pour obtenir tous les termes des deux 
dernières, il faut préalablement avoir les deux intégrales /*jPo et/R^ 
dans les limites exigées. 

Pour cela j'observe que la a.^ équation {r — dr')àz = o^ ou 

— 7 — ô d[ — 7- 1 = 0, donne 

-^^« ^K'^)j'^ ^ '^ ""^'^ ("S") ^°'"' ^" signe/par- 
ceque ce terme se rapporte k un point particulier de la courbe) et en 

substituant pour / — 3- la valeur qu'on vient de trouver, 
« V ^-^ dK \ dz _, 

w /^<>=2îr|-7^ + '' 

& rorigine de l'intégrale ou/Pq = 0, on a — ^ = ^7 — j d'où 

^ pas pQ uSq 

et = -7- . Substituant cette valeur et faisant, ensuite —j- = 



or 



i . k^u 1^0 1. 1 tuai it v^^ikv; vciiv.ut ^t taioaut • ^iiavtivv^ • . , 

on a^ dans les limites exigées, l'intégrale défmie, 

(3) — y^»=-("^rj(7^ ~ 77^)^ 

on trouvera, en suivant exactement la même marche de raisonnement 
et de calcul , 

(4) . . . . J^o = -(y^){j^- -J^)- 

1009. Ces intégrations faites on peut substituer, dans l'équation (2) 
de J'art. ioo5, toutes les quantités qui appartiennent à la question, et 
cette équation devient 



'f'^'"WVJ% 



a6^ Dtxahiqub élémentaire. 

( dK \( di, di„ \ 

° V d'. A eA, c."&. y 

ïOio. Il faut, art. 999 et 1007, faire quatre équations des quantitt* 
qui multiplient (te, rf3_, AFo et rfîQj ffcr^etrfs,, ce qui donne 



<^)-' 



+ d 



(^) =° 






(■)• 

w- 

(3). 

(4) 

loii. On déduit, des deux premières équations de l'art, précé dent 
les deux suivantes, dont la seconde a déjà été employée art. 1008, 
tfx 






dx. ^ ■ dz, 

— -T- àr, + — y— àz, - 
ç,ds, ' ç,ds, ' 
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qui a lieu au point le plus bas de la courbe, celui où la tangente est ho- 
rizontale. Supposant qu*à ce point z = ^^ on a, en substituant à ^^ sa 

valeur ï/"^ — Ky et à la constante Csa valeur 



V A—K 
dx I 



dsl/z — K YA—K 
d'où on déduit^ en remplaçant dx par sa valeur \^ds^ — dz^ ^ 

(3) ds = {A-Ky- "^^ . 

{A—zy 

et en intégrant . . 

(4) s^{A-Ky\B-^!,{A-zy\ 

B étant la constante arbitraire , équation qui appartient à une cycloïdc. 
Pour rendre ce résultat parfaitement sensible, on fera, dans l'équation (3), 
ji — J5 = Tv^ la nouvelle coordonnée w ayant son origine au point le plus 
bas de la courbe, où on peut placer aussi l'origine des arcs i"^ puisque le seul 
élément ds a été employé dans le calcul ; l'équation cherchée devient alors, 
en observant que- les valeurs simultanées tv = o,^=o, donnent 5= o, ' 

(5) s^ = ^{A—K)w 

c'est celle d'une cycloïde, à base horizontale , dont le cercle généra- 
teur a un diamètre => A — K. 

ICI 2. Il faut examiner, maintenant, comment cette cycloïde est pla- Ffg. lo 
cée par rapport aux courbes limites TCV^ T'C'V j et ce seront les équa- 
tions (3) et (4) de l'art. loio, qui fourniront, à cet égard , les déter- 
minations nécessaires. Mais les résultats à déduire de l'équation (3) dé- 
pendront de l'hypothèse qu'on fera sur K^ quantité qui dépend elle-même 
de la vitesse initiale. Si cette vitesse qu'on suppose due à la hauteur CQ 
est une quantité déterminée , indépendante de la position du point de 
départ C, la hauteur CQ est aussi une quantité déterminée, d'où il suit 
que l'horizontale DQE , qui doit être a la distance CQ du point de dé- 
part Cj s'élève ou s'abaisse en même temps que le point C ^ lorsqu'on 
rapporte la courbe parcourue CMC k différentes origines C ^ et qu'ain- 
si BQ ^ ou K^ varie dans le passage d'une courbe CMC à une autre. 
Faisant, dans ce cas, la constante CQ=zH^ on a 

(i) K^zo—H 

d'où on déduit 

34 



^ 
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l'équation (3) , de Tart. loio, devient, en y substituant ces valeurs, 

(3) — '-—àxo-V -1—01.0=0 

çods„ ç,ds, 

et on a l'équation (4) du même article 

La valeur générale - - = C_, équation (i) de l'art, précédent, qui 

s'applique à tous les points de la courbe parcourue, convient , par con- 
séquent , au premier et au dernier de ces points , ce qui donne 

(5) -^^Jfj-^C 

Substituant, respectivement, dans (3) et (4), Càxo et Câx, k 

^ âxo et à /— àx, ces équations deviennent 

(6) ... 1 Câx^^Jll- dz^ = oj Cdx,+ J^âz, = o\ 

d'où on déduit, par l'élimination de -y^ — '-y-, 
CÇfdSf 

, -, dza àz. 
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(i)...^BQ = K = constanlej (^) = o; (-£-) = o} 

l'équation (3) de l'art. loio, devient, dans ce cas, 

^ V àzo ^^o 

àxo dzo 

les incréments désignés par à appartiennent à la courbe limite, et les 
incréments désignés par rf à la courbe parcourue , les uns et les autres 
ayant lieu au point de départ. 

1014. Enfin l'équation (4) de l'art. 1010 donne, pour Tun et 'autre 
des cas traités dans les deux articles précédents, 

dZf dXf 

âXf dZf 

les incréments désignés par d et par d appartenants, respectivement, à 
la deuxième courbe limite et à la courbe parcourue, au point de ren- 
contre de ces deux courbes. 

ioi5. Les résultats, obtenus dans les trois articles précédents, ren- 
ferment ce qu'il est nécessaire de savoir relativement aux extrémités de 
la courbe parcourue et à la position de cette courbe par rapport aux 
courbes limites, et fournissent les conclusions suivantes, savoir: 

« lo, La vitesse initiale étant déterminée et indépendante de la posi- 
« tion du point de départ, condition de laquelle on a déduit l'équation 
« (7) de l'article 10 12. 

qZq uZ f 

âxo âXf 

« les tangentes menées aux courbes limites , à leurs intersections avec 
M la courbe parcourue, sont parallèles entr'elles. 

<c 2®. La vitesse initiale étant due à la hauteur d'une horizontale fixe au- 
« dessus du point de départ, ce qui donne l'équation (2) de l'article ici 3, 

âzo dxo 

àxo dzo 

« la courbe limite, au point de départ, est perpendiculaire à la courbe 
« parcourue, 
«c Enfin l'équation de l'article 1014. 

dz, dx^ 

dXf dZf 
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w applicable aux deux cas précédents, énonce que, dans l'un et l'autre 
« de ces deux cas , la courbe parcourue est , au point d'arrivée sur la 
« seconde fourbe limite, perpendiculaire à cette courbe. » 

Considérations générales sur le mouremeot d'un poÎDt matériel qui a lieu »ar 
une surface courbe donnée. Équations de ce oiouvemeut. Expression géné- 
rale de la vitesse. Autres propriétés général e's. Principe delà moindre aciioB. 
Équation differenlielle de la irajecloire , lorsque le corps ne le meut qu'en 
vertu d'une impulsion iniliale. 

1016. La théorie du mouvement d'un point matériel assujetti à se 
mouvoir sur une surface donnée, sera déduite de considérations abso- 
lument semblables à celles qui ont servi de base à l'analyse du mou- 
vement de ce point sur une courbe donnée , considérations exposées 
art. 9(7 et 918. On imaginera donc que le point matériel mobile est 
une sphère d'un diamètre infiniment petit, et on concevra une seconde 
surface mise dans une position infiniment voisine de celle sur laquelle 
cette sphère est obligée de se mouvoir, de manière que quelque part 
que la même sphère se trouve, entre les deux surfaces ou enveloppes, 
clic soit en contact avec l'une et l'autre en même temps. Dans cet état 
de choses , si on imprime du mouvement au corps sphérique, il aura 
en général , une tendance à pénétrer l'une ou l'autre surface ou enve- 
loppe , mais, comme on suppose que cette pénétration ne peut pas 
avoir lieu, la résistance que lui opposera , à un instant quelconque, 
celle des deux surfaces qui se trouvera pressée en vertu de son mouve- 
ment , pourra être assimilée à une force, normale à la surface donnée, 
d'intensité et, de direction telles que cette force combinée avec celles 
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Xj^etZjet par la normale à la surface, menée au point où se trouve 
le corps au bout du temps ij on aura, art. 820, les équations suivantes 
du mouvement 



(O-.J 



d f -^^ = dt ( X—r COS. n' ) 

d ( _^ \z=dt{ r—r COS. n") 



dt 

dz 



(-^-\ = dt{z +r COS. Il'") 



La surface présente sa con- 
vexité au plan xy ^ et le mo- 
bile se meul sur sa concavité, 
de manière que la puissance, 
représentée par la résistance 
de cette surface , a une direc- 
tion et un sens d'action qui , 
article zS , rendent cos. 11/ et 



dt J ^ ) COS. n" négatifs. 

On déduit de ces équations, comme k l'art. 919, en faisant ///constant, 

dxddx+dyddj + dzddz ___ f S^dx+Ydj+Zdz 

f *) • • • dt^ ~ 1 rf -^(^-2^ COS. Tî^^'— djr c. 7l''— dx C. 71^) 

J'otgerve maintenant qu'au bout du temps /^ et au commencement 
de Vinstant dlj le mobile se trouve, par hypothèse, au point de ren- 
contre de la surface sur laquelle il est obligé de se mouvoir, et de la 
normale suivant laquelle la force -Z^ est dirigée ; il va donc parcourir 
pendant Tinstant dlj un arc élémentaire ds perpendiculaire à cette nor- 
male en passant de la position déterminée par les coordonnées ^x^jj'j Zj 
à la position déterminée par les coordonnées x + dvjj' + djr^ z + dzj 
or cet arc parcouru ds fait avec Xjjy et z des angles dont les cosinus 



respectifs sont 



dx 



dy dz 



y et comme il est perpendiculaire à 



cos. n = G 



ds ' d^ ' ds 

la ligne qui forme les angles n' ^ n" ^ n/" j avec les mêmes axes , on a 
par le théorème connu de trigonométrie 

dz fff , djr f, dx 

— j— cos. n'" — —5^ cos. n" =— 

ds ds ds 

en combinant cette équation avec la précédente et intégrant , on a , 
comme aux articles 822 et 919 

(3). u^ = V^ + !if{Xdx + Fdj^-Zdz) 

Ainsi, l'expression générale de la vitesse est la même, soit que le corps 
se meuve librement , soit qu'il se meuve sur une ligne ou une surface 
données et continues. 

Le raisonnement direct, par lequel j^ai obtenu l'équation (3), est le 
plus élémentaire qu'on puisse employer; on arrivera aussi très-simplement 



^T 
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au même résultat, d'une autre manière, en représentant, par K=^Oj 
l'équation de la surface sur laquelle le corps est assujetti à se mouvoir, 
et par pdx + qdj + rdz = o la première dérivée de cette équation. Si 
on fait */2 = ï/';;^-f-^^-4-r^^ on aura, par les théorèmes démontrés dans 
la géométrie analytique, 

— COS. 71^=1-^ j — COS. n" =^^^ j COS. /r= -jy 

èlJli uJê il^ 

etcesvaleurssubstituéesdansrexpression/"(^<;c./i''' — djyc.n" — dxc.n') 

r 

la changeront en --y {pdx + qdj + rdz) valeur nulle puisque 

pdx + qdy + rdz ==: o. 

1018. Si le mobile n'est sollicité par aucune puissance et que son 
mouvement soit dû simplement à une impulsion initiale qui lui a im- 
primé, au point de départ, une vitesse tangentielle U ^ on aura ('= Il y 
comme aux articles ci -dessus cités, et le mouvement sera uniforme. 

1019. Lorsque l'expression Xdx ^ Ydj -{- Zdz ^ sera la différentielle 
exacte d'une fonction Q de x ^y et s ^ on démontrera, par un raisonne- 
ment absolument semblable à celui de l'art. 922, que, dans le cas où plu- 
sieurs mobiles, animés d'une même vitesse V ^ partiraient de différents 
points d'une ligne tracée sur la surface donnée et ayant pour l'une de 
ses équations Q — Ç)'=ro, pour arriver à une autre ligne tracée sur la 
même surface et ayant pour l'une de ses équations Q — (5'' = o, (Ç^ et 
Q^' sont deux constantes) ces points arrivés à la seconde ligne y seront 
tous animés d'une même vitesse V" ^= \ F^^ + 2 [Q'^ — Q') \k. 

102.0. En conservant la même hypothèse sur l'expression 

Xdx-^- Kdy + Zdz^ on arrive à l'équation 

àfi^'ds = 

qui vérifie le principe de la moindre action, lorsque le corps est assu- 
jetti à se mouvoir sur une surface donnée, et dans l'hypothèse 011 lc5 
quantités variées x + àx^y + àj-j z + àz^ se rapportent toujours à un 
point de la surface courbe, c'est-à-dire dans l'hypothèse où on ne com- 
pare la courbe parcourue qu'à d'autres courbes dont les traces, infini- 
ment voisines de la sienne, se trouvent sur la surface donnée. En efl^et, 
l'équation (3) de l'art. 1018 conduit à une valeur de à{^ds) déjà don- 
née art. 928; et substituant, dans le terme 



Section deuxième. 271 

JTdi (éiz COS. n^'^ — djr cos. n^' — iix cos. n^) de cette valeur, les exprès* 
sioDS de COS. nf^ cos. n^'j cos. n^'^^ qu^on trouve au même article 1018, 

le terme dont il s'agit devient — ^r- {pàx + qày + ràz),ou''^j^ — . àK^ 

les coefficients pjçetr étant les mêmes, soit qu'on fasse varier par 
dj soit qu'on fasse varier par àj mais on a A = o^ dK = Oj àK=^Oj 
donc le terme T'dl^dz cos. n^" — djr cos. w'' — dx cos. «') est nul, et 
la valeur de cf ( i^ds) devient identique avec celle de l'art. 844 applicable 
au mouvement libre , de laquelle on a déduit l'équation dfvds = o. 

Ainsi les équations du mouvement libre d'un point matériel et celles 
de son mouvement sur une surface donnée, vérifient également le prin- 
cipe de la moindre action j en ayant égard aux restrictions que com- 
porte le second cas ; J'ai fait voir, article 928 , que le mouvement sur 
une courbe donnée ne satisfesait point à ce principe, ce qui tient, ainsi 
que je l'ai explique à l'art, cité, à l'expression ZV/(yî;crj7+ç'^ + /'j2) qui 
n'existe pas dans l'analyse relative au mouvement libre, où on a jr= oj 
cette expression est commune à l'analyse du mouvement sur une ligne 
et à celle du mouvement sur une surface , et cependant les résultats four- 
nis par l'une et l'autre analyse sont différents parceque, dans la pre- 
mière, les variations âx^ dy , âz n'étant liées par aucune relation, cha- 
cune d'elle est arbitraire , ce qui ne permet pas de faire 

pâx + qdy'\-ràz:=^o y au lieu que dans la seconde, ces variations sont 
liées par la relation pâx 4- €iày + ràz = o , qui dérive de l'équation A = o 
de la surface sur laquelle le mobile est assujetti à se mouvoir. 

1021. Lorsque le point matériel assujetti k se mouvoir sur une sur- 
face donnée, ne doit son mouvement qu'à une impulsion initiale, sa vitesse 
est constante (art. 1018) et l'équation dfvds = o devient dfds = o, 
ou J = minimum } l'arc de courbe parcouru entre deux points déter- 
miné est le plus petit de tous ceux qu'on peut tracer , entre les mêmes 
points , sur la surface donnée. L'équation de cette surface peut être 
prise pour une de celles qui déterminent la trace de la courbe dont l'arc 
minimum fait partie ; et si on combine cette équation avec celle par 
laquelle on exprime généralement que la longueur d'un arc de courbe 
tracé, entre deux points , sur une surface quelconque, est un minimum, 
la trajectoire sera complètement connue. La question se réduit donc à 
trouver l'équation de condition qui rend s :=si minimum , et je saisis^ 
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avec empressement, cette occasion de donner aux éltves un nouvel ex- 
emple de l'application des formules de la méthode des variations dé*- 
montrées article 991 et suivants. 

L'équation s :=■ minimum revient à la suivante 

à/(dx*+dy' + ds») = o ou/rf (dx* + dx* + dz') = o 
la fonction V de l'art. 998 est (Jonc représentée ici par dc^ + dy* + «/s? 
et on a 

dxà. dx + dj^. djr + dz4. ds 

~~ l/^dx* + dj-^ + dz* 

cette valeur comparée avec l'expression générale àeàUj art. 991, doqne, 

en écrivant pour abréger, au lieu de y^dn'+tfy'+da* 3 sa valeur ds 

* dx 

p=os p'= -^ j p"~oj etc. 

y = o^- /= -^ y q"=oj etc. 

r = o; f ^——. î /':=o;etc. 

et l'équation de l'article 998 devient 

fdV=f-{dp'-\rd<}'A,df')^o 
On ne doit avoir aucun égard aux autres termes de cette équation parce- 
que tes limites de l'intégraleyif Z/sont ici deux points fixes. 

S'il ne s'agissait que de trouver l'équation de la ligne la plus courte 
entre deux points fixes de l'espace, l'analyse serait fort simple, car âx , 
à^j ûz étant alors des variations entièrement indépendantes, on aurait 
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du deuxième membre de réqualion de l'article 998, puisqu^il existe une 
relation entre dx^ àyetàzj et il faut poser l'équation collective 

(i) Ji^ — dp'dx — dq*dj — dr^âz)=zo 

dans laquelle substituant^ pour âz^ sa valeur déduite de (i), on aura 

(3) —dp'dx — dq'dy — dr'{adx'\-iSôy) = o 

àx et dy doivent, dans cette dernière équation, être considérées comme 
indépendantes, et les égalités à zéro des facteurs qui multiplient respec- 
tivement ces variations donnent , 

dp' '^-adr' •=iO j dq' + iSdr' =^0 

ou en remplaçant p' ^ q' et / par leurs valeurs 

L'équation de la surface sur laquelle le point matériel est assujetti à 
se mouvoir, et celle qu'on obtient par sa combinaison avec l'une quel- 
conque des deux précédentes , déterminent complètement la courbe 
cherchée. 

loaa. Si on prend dx pour différentielle constante, et qu'on élimine 
dds entre les deux équations (4) , ^s'éliminera de soi même et on ob- 
tiendra la suivante que j'ai donnée, art. lizo de ma mécanique philoso^ 
phique ^ et qui tient lieu de l'une ou de l'autre de ces équations (4) 
pour exprimer la condition générale cherchée. 

. V ddz dx + adz 

ddy ady — €dx 

et on trouvera, par la géométrie analytique, en appellajiit R le rayon 
de courbure de la trajectoire, la valeur 

(.) R^j^;g±^^ 

aadx + aodj- 

Il ne faut pas perdre de vue que dx est prise pour différentielle constante. 

loaS. Voici un moyen fort simple de se faire une idée nette de la 

génération de la courbe du minimum déterminée dans l'art, précédent, 

ou de la trajectoire que décrit un mobile sur une surface quelconque 

I • 35 
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par le seul cfTct d'une impulsion initiale ; qu'on imagine deux éléments 
fonsôculifs ds et ds' de cette trajectoire pris arbitrairement , que ds 
soit prolongé d'une longueur infiniment petite dt, qui sera une portion 
élémentaire de la tangente dirigée suivant ce même élément ds ^ et que 
par rexlrémité de dT , on abaisse une perpendiculaire sur la surface 
courbe, le pied de cette perpendiculaire se trouvera, ou sur la direc- 
tion de ds' , ou à son extrémité suivant te mode de variation auquel s 
et r seront assujettis- On voit, par cette génération que deux éléments 
consécutifs de la trajectoire sont dans un même plan normal (ce qui, 
par la géométrie analytique, conduit aux équations (i) et (a) de l'art, 
précédent ) et c'est ce dont on pouvait s'assurer d'avanc?^ar un raison- 
nement immédiat , d'après la condition du mouvement de laquelle il 
résulte que la puissance représentant la résistance de la surface est tou- 
jours normale à cette surface ; si on veut mettre, dans ce raisonnement, 
toute la rigueur exigible , on observera que le mobile partant de l'ex- 
trémité de ds , arrive à une distance du pied de la normale , abaissée 
de l'extrémité de dr , mesurée par un infiniment petit du 2«. ordre, ce 
qui occasionne, à l'extrémité d'un arc fini, une déviation mesurée par 
un inHuiment petit du premier ordre. Ainsi, la direction, sur la surface, 
d'un seul des éléments de la courbe, détermine celle de tous les autres 
éléments. 

1024. Je remarque, en passant, que cette courbe est aussi celle sui- 
vant laquelle se plie un fil, parfaitement flexible, étendu sur la surface 
courbe, et tiré par deux forces égales agissant, en sens opposés, tangen- 
lieilement à deux éléments de celte surface. En effet on voit, sur-le- 
champ , ( le frottement étant supposé nul ) que deux éléments quel - 
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roïde, par le seul effet d'une impulsion initiale ^ perpendiculaire à un 
méridien d'un des points duquel il serait supposé partir. 

Détermination générale de la pression qu'exerce , contre une surface courbe , 
un point matériel sollicité par des puissances quelconques et assujetti à se mou- 
voir sur cette surface. 

1026. Soit, (i) dz=^pdx + qdy 

l'équation de la courbe sur laquelle le mobile est assujetti à se mouvoir» 
on aura, en prenant dx pour diflférentielle constante , 

(a) ddz:=zqddy'\-dpdx'\'dqdy 

les équations de l'article 1017 donnent^ en effectuant les diflférentiations 
des premiers membres, et substituant pour cos. n' y cos. n" ^ cos. n!" , 
leurs valeur respectives 

P _ J_ "■ 

tirées de la géométrie analytique, 

— dxddt Y ■'- P 

diddj — dyddt y. Fq 

'd^ Pi+^M^ 

dtddz — dzddt ^ m 



dt^ yi^pi+g* 
multipliant la i". de ces équations par — Pj^^ ^•- par — ^9 la 3«. 
par I , faisant, membre à membre, la somme des trois équations pro- 
duits , et remarquant que ddij dans cette somme, est multiplié par 
— dz+pdx + qdy c'est-à-dire par une quantité nulle en vertu de l'é- 
quation (i), on aura ^^^ — a2L = Z — pX — qK+T'i/T+p'^^ 

substituant pour ddz sa valeur dpdx+dqdjr+qddy et pour dl^ sa va- 

ds^ 
leur ■ ■ (la vitesse est désignée par ^) on a 

(3) . . . . r^ dpdx + dq djr_ ^^ pX+qF—Z^ 

Les deux termes de cette valeur de la pression totale JT dépendent» 
le premier de la seule vitesse et le second de l'action des puissances, 
ainsi qu'on a du le prévoir d'après les explications que j'ai données en 
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plusieurs endroits de cet ouvrage. Le terme , " .^j^~t~ v^ exprime 

ilonc ce que nous avons appeléybrcc centrifuge j on voit que ce terme 
est t'gai au quarré de la vitesse divisé par le second membre de l'équa- 
tion (a) de l'art, loaa, les coefficients /» et 9 ayant, ici, la même signi- 
fication que a et S k l'art, cité. 

Applicslion delà (héorie démontrée dana le chapilre précédent, à la recherclif 
dei loif du mou?ement d*an point matériel peaant, auujetti à se mouvoir wr 
une surface apbérîque. Pendule i oicillatïont coniquei. 

1027. Concevons, pour fixer les idées, une sphère creuse, immobile 
dans l'espace; faisons passer un plan horizontal par son centre et supri- 
mons la demi -sphère qui est au-dessus de ce plan, la surface concave 
de la demi-sphère inférieure sera celle sur laquelle le point matériel, 
que )e considère comme une sphère d'un diamètre infiniment petit, sera 
censé se mouvoir. 

Je place l'origine des a? _,^ et a au centre de la surface sphérique 
concave ; le plan horizontal passant par ce centre est celui des x,y^, 
et je prends, pour plan des .tSj le plan vertical passant par le même 
centre et par le point de départ du mobile, celui où ce mobile se trouve 
lorsque ; = o; les a positifs se comptent du haut en bas. 

Au premier instant du mouvement , c'est-à-dire lorsque / = o, le 
mobile reçoit une impulsion capable de lui imprimer une vitesse finie 
et k laquelle on peut supposer une direction quelconque assujettie à la 
seule condition de ne pas écarter le mobile de la surface sphérique; mais 
si on conçoit cette force impulsive initiale comme décomposée en deux 
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au point de départ du mobile , et cherchant d'abord l'expression gêné - 
raie de la vîtes^, applicable à un instant quelconque du mouvement, 
je déduis immédiatement cette expression de l'équation (3) de l'article 
1017, en y introduisant les valeurs X=: G, J^ = o, Z==^, (je continue 
à représenter par ^ la force accélératrice de la pesanteur) données par 
l'état de la question. On a, par ces substitutions, j^= Z7^ + ^g/dt^ et 
faisant attention que » d'après les valeurs initiales (^=i/ets=r cos.jT^ la 
constante £7* = /* — ^grco^.fj on a 

(0 v^ = I^ + 7,g{z — rcos.J) 

ou, si la vitesse initiale / est due à la hauteur H 

• (2) v^=,!ig{^z + II — rcos.f) 

1029. Je vais maintenant examiner ce que devient la pression totale T* 
dont j'ai donné la valeur générale dans l'article 1026 équation (3); si on 
fait attention aux positions différentes de la convexité de la surface par 
rapport au plan xj dans le cas général traité à l'article cité, et dans 
le cas particulier dont il s'agit ici, (voyez l'article 1017), il sera ma- 
nifeste que le terme du 2«. membre de l'équation (3), article 1026, qui 
exprime la pression opposée et égale à la force centrifuge» a pour l'aléur 

— j introduisant ensuite, dans l'autre terme de la même équation, 

les valeurs JSr=o, -r=o, Z=ig, ce terme deviendra ^ -- : 

enfin l'équation d% + -î^ dy H dx^^Oy de la surface, comparée 

avec Téquatîon générale dz = qdjf -^ pdz^^o, employée article 1026, 

X 'V 

donne /? = ^ y = — r^ ce qui réduit le second l^rme de 

l'équation (3) de cet article à ~^ et on a là.vd^ coihplète 

(■) •••••^=-(;^+:-^) 

Substituant, pour ^^^ sa valeur donnée à l'article précédent, on a 

i^= ^(3«+;2^ — 2/ COS. y) } , V 

io3o. En prenant dt pour dîfTéréntiélïe constante', effectuant les dif- 
fërentiations indiquées des premiers hfembrés drtéquations^i) â^cTe 
1017 , jsubstituant pour X, V , jPy ri' y nf' , Ifs valeurs qui conviennent 
au problème particulier dont il s'agit ici, mulÂpli^nt la i!f« p^r.J^j la' 
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s.", par Xf et; retranchant les équations produits l'une de l'autre» on a 
{i\ jddx—xddjr _ 

vasÂsjddx — xddy ••= d {^ydx — xdj^) , donc, en intégrant» 

(2) J'dx — xdy= Cdt 

C étant lai constante arbitraire qui se détermine par les valeurs initiales 

des coordonnées ar et r et des vitesses — et -ç , ces vitesses étant 

"^ 4t dt 

données lorsqu'on connaît les angles formés par l'impubion initiale et 
par chacun des trois axes coordonnés, l'équation (2) est celle que four- 
nirait le principe des aires; 7 (jydx — ■vdj' ) est l'aire instantanée décrite 
par la projection orthogonale du rayon vecteur sur le plan xj: 

ro3f . La solution du problème considéré sous le point de vue le plus 
général, déjwnd de l'intégration des trois équations suivantes, savoir : 

L'équation des aires, démontrée dans l'article précédent, 

(.) jdx^xdr ^c 

*■ ' d£ 

celle qui donne la Ttteï!se,'art. 1028, et qui, en y substituant, k p*, son équî- 

, dx' + dv' + dz' , . 

valent ■ f^ devient 

dt» 

(a) .... . Z^^ =î^C» + K— rcos./) 

et celle de la surface sur laquelle le point matériel e&t assujetti à se mouvoir 

(3) xdx+jdj -k- sdz-=o 

io3a. L'équation (i) de Part, précédent, _///x — xdy^Cdt , et celle 
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en t'galant à zéro la quantité qui est sous le radical on aura les valeurs 

iiz 
de 5 qui rendent nulle la valeur de — -r — j c'est-à-dire qui indiquent a 

ai 

' quelles distances du plan ccy l'élément de courbe parcouru par le mo- 

^ btle est parallèle à ce plan» ou horizontal, ce qui est la propriété d'un 

. maximum ou d'un minimum. On voit qu'il doit exister trois valeurs de 

dz 
^ M propres k rendre -^j-^ nul ; ainsi il y en a au moins une de réelle , 

■^maîs il est manifeste, par la nature du problême, que s doit avoir un 
^înaximum et un minimum , donc deux des valeurs dont nous venons de 
iB%arler , sont réelles , et par conséquent elles le sont toutes trois. 
V io33. En faisant, pour abréger, fi^(^— rço8.jr) = G 
ns l'équation hypothétique 

(r»— 5^)(-i^3+G) — Câ = (^ — û)(^— «)(a^2+c) 
dont les constantes a ^ b y c se déterminent par les équations 

^ a+b ' a+b ' a+b 

a^juantité a sera la plus petite valeur de z^ b sera la plus grande, et ces 
quantités doivent être regardées comme données. Faisant de plus 



Û=l/^ — 1. d'où (i) z = ^z cos.^ ^ -f ^ sin.^ ^ 




uisant les quantités a^bjCyGetû dans l'équation 
{2) dl= 




qite de l'équation (a) de l'article précédent, et faisant, pour abréger, 

2(u + b) /z* — b^ 

Vs\{^'\'bY^r^ — b^\ ^ (a + b)^ + r^ — b^ 

obtient la valeur (3) dt=: ^y. , 

Kl — 37* sm.^ (/ 

f)it ^ l'angle formé par l'axe des x et par la projection orthogonale 

yon vecteur sur le plan xjy^ le double de l'aire élémentaire ins- 

inée engendrée sur le même plan, par cette projection, aura pour 

ir f (r* — ^^)^X'f ^^ comme cette aire double est aussi égale à 

— xdj on aura ^dx -7- xdy = (r? — z^) d^ ^^ ^^ 
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substituant '^ydx — wdy sa valeur tirt-e de l'équation (a) de i'art. io3o 

Substituant, dans cette équation, pour dt sa valeur en fonction de , 
donnée par l'équation (3) ci-dessus , et pour z sa valeur donnée par 
l'équation (i) et supposant, dans cet état, les équations (3) et (4) in- 
tégrées , / et j); seraient exprimées en fonction de 6} et comme l'équa- 
tion (1) donne aussi s en fonction de 9 j on aurait ;)< et 2 en fonction 
de t ^ au moyen de quoi on pourrait déterminer ta position absolue du 
mobile à un instant quelconque. Si on veut l'angle formé par le rayon 

vecteur et par l'axe des z, on aura — = cosinus de cet angle. 

1034. Le problème résolu dans les articles précédents, est évidemment 
le même que celui par lequel on se proposerait de déterminer le mouve- 
ment d'un pendule simple, auquel on aurait imprimé une vitesse initiale 
dans une direction inclinée sur le plan vertical passant par te point de 
suspension et par le fîl ; ce pendule décrirait, en formant des oscillations 
coniques, une courbe qu'on pourrait concevoir tracée sur une sphère 
concave, d'un rayon égal à la longueur du fil. Je me contente d'avoir 
posé les équations fondamentales du problème, car il n'est pas néces- 
saire, pour l'objet d'instruction que j'ai en vue, d'entrer ici dans des dé- 
' tails analytiques correspondants à ceux que J'ai donné , article 94g et 
suivants , lorsqu'il s'agissait dû pendule simple ordinaire , dont la théorie 
û des applications utiles à l'Astronomie, la Physique, la Géodésie etc. 
Il n'est pas difficile d'obtenir une intégralle définie de l'équation (3) 
de l'art, précédent entre les limites ^=d et ^^ fjr qui donnerait le 
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SECTION III. 



THÉORIE GÉNÉRALE DU MOUVEMENT 

SOIT D*DN SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS, 
SOIT D'UN CORPS SOUDE CONTINU, 

EN AYANT ÉGARD A LEUR ÉTENDUE 
ET A L E U n F O R M E, 
f ?T EII SUPPOSANT LEUR FORME INVARIABLE. 



mm 



Observations préliminaires. Principe général du mouTement applicable , sans 

exception , à touf les problèmes de Dynamique. 

I 

^ o35. J AI introduit successivement , daps les leçons de dynamique qui 
{>récèdent , les notions et les propriétés abstraites qu'on peut regarder 
Comme les matériaux primitifs de la science de l'éqifilibre et du mou- 
vement , à l'exception de deux , qui sont, Vptendu^ et \9ijigurej il est 
temps d'ajouter ces deux propriétés k celles que j'ai employées jusqu'à 
présent ; de nouvelles combinaisons, qui peuvent être variées à l'infini , 
Vont fournir matière à des recherches, souvent difficiles, mais toujours 
intéressantes et utiles. 

Je suivrai, en traitant du nrK)uvement des corps ou systèmes de corps , 
I 36 
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étendus augurés j le mfme plan â'exposîtion auquel j'ai anujéti la 
théorie dft VtquiHbn de deB Mrptf, fn considéirant d'abord la forme 
comme invariable , et supposant ensuite qu'elle peut varier sou» di - 
verses conditions ; les questions, ^relatives h cette dernière hypothèse , 
constituent robjet spécial de la quatrième section, mais je traiterai 
quelques problèmes qui s'y rapportent, dans les premiers chapitres de 
la présente section , afin de familiariser les élèves avec l'usage du prin- 
cipe général du mouvement. 

Je m'attacherai à bien faire concevoir aux élèves la marche générale 
de raisonnement et d'analyse qu'il faut suivre dans les études nouvelles 
auxquelles nous aHms nous livrer; ils devront , d'abord > revoir ce que 
j'ai dit précédemment (première partie du cours) sur les systèmes éten- 
dus j en général, et sur les équations de conditions auxquelles leurs 
formes sont assujéties , après quoi ils donneront une attention particu • 
Hère au principe fondamental dont je vais faire l'eitposition et qui est 
applicable, sans exception, à tous les problèmes de dynamique. 

io3é. <^els que «oient la figure (variable ou non), l'étendue et le 
mouvement d'un corps ou d'un système de corps, la vitesse, désignée 
par H, de l'un quelconque des points matériels, déwgné par j»^ de ce 
corps ou de ce système, doit être, à un instant déterminé, modifiée par 
deux causes, savoir: i». Par Vacticn dHineforre (la résultante de toutes 
celles qui sont censées appliquées à la masse m ) agissant dans une di - 
rection qu'il faut , en général , supposer différente de la direction de u, 
et qui est capable d'imprimer à m une vitesse finie ou infiniment pe- 
tite, désignée par lOj s.", par la liaison du point matériel m aux autres 
i matériels du syslèin 
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Or, quelque soit la loi de cette dépendance, on peut toujours ima- 
giner une quantité de mouvement hnij laquelle composée avec çnij 
donnerait rm pour .résultante , de telle manière que cm et hnij appli - 
quéfs dans les directions qu'elles doivent avqir, remplaceraient les quan- 
tités de mouvement um et &m y ou leur résultante rm. 

On a donc, pour les différents points matériels m' ^ m"^ etc. du corps 
ou du système, des couples de composantes 

^m^ kfm' j ç"m" , V'm!' etc. 

équivalentes aux quantités de mouvement 

//m' y g/ m' j il*' m'' j en" m'' , etc. 

■ * • 

mais , par hypothèse , ç'm' ^ ç"m" ^ etc. sont les seules qui doivent 
avoir lieu , donc les autres , savoir h'm' ^ Vm" ^ etc. se détruisent o^ 
se font équilibre 

Ayant les expressions analytiques , connues ou inconnues , de Vm' ^ 
k"m" y etc.; on pourra, d'après la nature du système et les principes de 
la statique , énoncer, par un nombre convenable d'équations, les con* 
ditions de l'équilibre entre h! m' y h" m" y etc. ; et ces équations d'équi -^ 
libre, qui renfermeront les inconnues du mouvement, serviront à en dé- 
terminer tous les phénomènes. 

loSy. On évitera des décompositions, souvent pénibles et embarras- 
santés, en établissant immédiatement les conditions de l'équilibre entre 
les quantités de mouvement 

u'm' y cJm! } u"m" y œ"m" y^vc. 
prises dans les directions quelles doivent avoir, et les quantités de 
mouvement qui ont lieu. 

çfm' } ^"m" s etc. 

prises dans des directions contraires à celles qu'elles doivent avoir. En 
effet , il est manifeste que si les quantités de mouvement ç'm' , çf'nJ' y 
etc. qui ont lieu étaient détruites par des quantités de mouvement , 
égales et directement opposées, — ç'ni' , — çf'm'* y etc. le corps ou le 
système serait réduit k l'état de repos ; donc les quantités de mouve - 
ment u'm' y œ'm'j u"m" y cJ'm" y etc. , tant existantes qu'imprimées, 
à l'instant où nous considérons l'état du système , seraient détruites , 
donc il doit y avoir équilibre entre ces dernière^ et les quantités de 
mouvement — ç^m' y — ç"m"j etc. 
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Le procédé- que je viens d'indiquer» ne diffère pas , dans le fond, 
de cehjt dei'article précédent , ils aé déduisent ^iproquement l'iin de 
ràotre, et chacun d'eux n'est qoe lïi conséquence , diffëvemment énon- 
cée, des mêmes considérations générales sur l'effet de la liaison des par- 
ties d'un système. , . 

io38. J'ai supposé, en énonçant les r^les précédentes, et aiin de ne 
rien omettre de ce qui constituait l'état de mouvement du système, qu'on 
faisait entrer , dans les équations fournies par le principe général , les 
vitesses finies actuelles des différents, corps ou points matériels de ce 
système, lesquelles doivent , en effet, y être introduites, et s'y conser- 
ver , lorsque les changements instantanés de mouvement en dépendent 
pu en sont fonction ; c'est ce qui arrive dans les phénomènes du choc 
des corps auxquels nous ferons les premières applications du principe 
général. Mais lorsque les puissances , qui font varier les mouvements 
dès points du système, sont indépendantes des vitesses actuelles de ces 
points,, les inconnues du problème peuvent se déduire, d'après le prin- 
cipe général , des équations qui expriment les conditions d'équilibre 
entre \çs forces motrices imprimées et celles qui ont lieu , ces dernières 
étant prises avec des sens d'actions opposés à ceux suivant lesquels elles 
agissent réellement ; il est évit'ent., en effet, que si on faisait agir, en 
niême tçmps, ces deux systèmes Ae forces motrices, dans les directions 
que je leur attribue, aucune variation de vitesse n'aurait Heu, l'état de 
mouvement du système de corps ne changerait pas, et, qu'ainsi, les con- 
ditions de l'équilibre existeraient entre les deux systèmes de forces. Rien 
n'empêche, cependant, qu'on n'introduise, si on le veut, les vitesses 
finies actuelles dans les équations d'équilibre , mais elles s'éliminent 
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Exemples de Tapplication du principe général du mouvement, au choc des 

corps jouissant d'un degré ^elconque d'élasticité. 

toSp. Je vais faire une première application du principe général du 
mouvement aux problêmes fondamentaux résolus article 768 et suivants. 
Ces problêmes se rapportent aux phénomènes du choc de deux points 
matériels qui se meuvent sur une même ligne droite ; leurs distances 
sont, en général , variables, soit avant soit après le choc, mais le cas 
de la parfaite dureté , peut être ramené à celui des systèmes de forme 
invariable , en supposant que les corps sont en contact au moment où 
on leur imprime les vitesses en vertu desquelles ils doivent agir Tun 
sur l'autre, pour prendre, après ces actions réciproques, une vitesse 
commune. On y ramène aussi, fort aisément , comme on le verra ci- 
après, le cas de l'élasticité de degré quelconque. 

Soient, comme aux articles 768 et suivants. M' et Af les masses 
de deux corps, ou points matériels parfaitement durs, qui se meuvent, 
sur une même ligne droite , avec des vitesses respectives F^ et + F" de 
manière à se rencontrer, les quantités de mouvement F^Jif et + V^'M' 
étant supposées telles que la vitesse commune v , après le choc, ait 
lieu dans le sens de V . Si on suppose que les deux corps soient en con- 
tact au moment où ils reçoivent les vitesses V et V" , ce qui ne change 
rien au problême et aux conséquences à tirer de sa solution , on a 
article i o36 , z/= , u"= o j cJ= V^ , a"z^ V" s ç' = ç"=^ v et d'à* 
près le principe général , article 1087, l'équilibre devra exister entre les 
quantités de mouvement V'M! y + W"M" ^ — s^M' ^ — vM" y ou leurs 
équivalentes (F' — ç)M^j çi(^F'^ — v)M"y les mouvements ayant 
lieu sur une même ligne droite, ce qui donne, article 7.56, l'équation 
( r— ç)M'^-{± V— v) M!'^ o , d'où l'on déduit celle de l'art. 768. 

1040. On a vu, article 762 que cette équation avait lieu entre deux 
corps jouissant d'un degré quelconque d'élasticité, avant que, par l'effet 
cke<:ette élasticité, les corps se séparassent; ils ont donc, au moment 
où cet effet se produit , une vitesse commune , et , d'après ce qui est 
expliqué aux articles 762 et 768, chaque corps, en vertu de son élas^ 
ticité, a une tendance à s'éloigner de l'autre avec une vitesse égale à 
la partie de la quantité de mouvement qu'il a perdue, en le choquant, 
divisée par sa masse , et dont le rapport à la quantité totale a été sup • 
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posé celui de n : t . le oombre a ^ant < i ; oa a donc , en considié - 
raat ispl^ment !« corps ifj au moment oli l'élasticité produit sonefl^, 
faisant attention que la quantité de mouvement consommée par ce 
corps dars le choc, laquelle peut être considérée* en ce moment, comme 
une impulsion qui tend à lui donner un mouvement rétrograde , est 
M'(F—v), on a, dis-je, «= c, »»^= — n (^' — v), f = / (Je dé- 
signe par t/, comme aux articles cités > la vitesse 6oale de M^) et, 
d'après l'article 1087 , on obtient l'équation d'équilibre ........ 

— ATZ+Aff — MniJ^ — «"j^ o» de laquelle on déduit la première 
équation (i) de l'article •jdZ. 

On a, pour le corps M" j que l'impulsion représentative de l'effet de 
l'élasticité, pousse dans le sens suivant lequel le mouvement actuel du 
système animé de la vitesse v , a lieu, U'=.9 ,i9=-n{y'^V"')tÇ^W 
(Je désigne par w' , la vitesse fipale de jV) ce qui donne l'équation 
d'équilibre — M"W+ ;'3f'+ JK"»(»'+^') = o , ou la seconde équa- 
tion (i) de l'article 768. 

On remarquera que les raisonnements fondés sur l'hypothèse du plan 
mobile, des articles 760 et 7631 reviennent, au fond , à ceux que nous 
venons de faire immédiatement d'après le principe général du mouve- 
pient, et conduisent aaji mêmes équations d'équilibre obteoiies dans le 
présent article et dans le précédent. Les questions que nous allons trai- 
ter, feront sentir, plus particulièrement, le grand avantage qu'a l'em- 
ploi du principe général ,- sur les divers artifices de raisonnepient dont 
on peut s'aider pour les solutions des problèmes. 



Idouv émeut de deui corps poiéi sur deux plsni inp]inc« edoiici, en nippo 
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iTailleurs le ^téme disposé de manière que chaque fil soit parallèle au 
plan sur lequel se meut le corps que tient ce fil , on n'a aucun égard aux 
déviations latérales' dues aux ei^roulements et aux déroulements • et les 
masses des fils et du treuil sont censées n'avoir pas une influence sensible- 
sur le mouvement. 

Désignant par ^ et ^^ respect i vemwit , le rayon de la roue du treuil 
et celui de l'arbre^ et conservant d'ailleurs Ja notation des articles cités^ 
je remarque qu'après le temps fj\ai yîtejsse du corps /»'' ce sera pas (^ 

conune ceUe du corps m^j mais — ^ i^ j à ce même instant , le corps 

wf y animé de la vitesse (^^ éprouve, en outje, de la part de la pesan* 
teur, une action qui , s'il n'était pas lié à l'autre corps, ajouterait, dans 
te sens de son mom^ement actuel^ à sa vitesse v ^ une vitesse élémen- 
taire f^dt sin. ff y ensorte que, sans cette circonstance, la vitesse (^ devien- 
drsdt v-^-gdt sin. 0' ^ mais, à cause de la liaison des deux corps, 
rincrément efTectif ^t' diffère de l'incrément hypothétique^^/ sin. ff. 
Pareillement, sans la liaison dont je viens de parler, la vitesse ac- 
tuelle—— if y de M" y deviendrait — - ç — gdt sin. 0" ^ et sa variation 
réelle est une quantité élémentaire —j- dv différente de gdi sin. 0" ^ 

soit par la quantité soit par le signe. 

Ainsi , d'une part, les quantités de mouvement, tant actuelles qu'im- 
primées, au bout du temps t ^ sont, pour le corps m' ^ m' (c^+^/Z/sin.^). 

et , pour le corps /»'% m!' y — \f — gdt sin. ff' J. 

D'une autre part les quantités de mouvement qui auront cfTective- 
ment lieu , eu égard à la liaison des parties du système, seront m' {i^ + dç)^ 

m 

--J- m'' (o+dç), et, d'après le principe général, article 1087, ces ^^*'" 

nîères , prises dans un sens contraire à celui de leurs actions réelles , 
"doivent faire équilibre aux premières, et les conditions de cet équilibre, 
d'après le mode de composition du système et les principes posés dans 
la première partie du cours, s'énoncent, articles 368 et suivants, par 
une équation unique exprimant l'égalité k zéro de la somme des moments 
par rapport à l'axe fixe , on a donc , en faisant les réductions relatives 
aux termes qui se détruisent , lesquelles réductions font disparaître les 
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termei Mofennant la vttetse finie actuelle Vj ainù que cela doit ^tr«; 
article so38. ■ 

Jm'^gdtim. ff'—dp)—am"( gdtstn. 0"+ -^dfj = o 

d'où on déduit la valeur suivante de lajbrce accélératrice du corps m' 

dv Agi^Am'ixn.ff — a m^sin. tf") 

dt A^m' -hr «■ »»" 

la force accélératrice du corps m" étant égale au produit de 

''' ' * celle qu'on vient de trouver par le nombre —r- , c'est-à-dire 

ayant pour valeur C La viteite de m' e$t 

di/ ae{Am'%va.ff — am"sm.0") l,... , « 

irw = ^.m-+.z'^" r'"*"' '" ^ 

io4fl. Si on imagine un point placé ii l'unité de distance de l'axe du 
treuil, et lié à ce treuil, de manière à avoir up mouvement de rotation 

commun avec lui , la vitesse du point dont il s'agit sera — 5 ou , et 

^ ° A a 

. , . 1 S'l{Am'%.ff — am"^'^') 
au boutduteraps/cette vitesse aura pour valeiir^—^ — -j — -, j, " 

la vitesse initiale , ou correspondante à / = p étant supposée nulle \ c'est 
à l'égard du treuil , l'expression de ce que nous avons appelé ,' article 
897 , vitesse angulaire j la force accélératrice angulaire se déduit 
de l'une ou l'autre des équations (i), en divisant chaque membre, «u par 



A ou par a, et a pour valeur 



^ {Am' sin. û'-r- am" sin. ff'") 
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assimilés à des forces ayant pour expressionsy///'^ cos. ff yfm" f^ cos. ff' , 
(y* étant la tangente de l'angle du frottement, ou le rapport du frot- 
tement à la pression), dont TefTet serait de diminuer tes vitesses actuelles 
9 et /^ et, en conséquence il faut , aux quantités de mouvement, tant 

actuellesqu'imprimées,/«'(t'+^^/sin. ^)et/7z"| -— - i» — gdts\n.0" I 
substituer/7/'{f'+^^/(s.^— /c.^){ et/7z'')— ç—gdi{s.Û'' +fc.Û'')L 

et on aura les valeurs de -^— et applicables au cas dont il s'agit, 

en remplaçant simplement, dans les équations (i) de l'art. 1041 , sin. ff 
par sin. ff — fcos. ff et sin. ff' par sin. ^'H-jTcos. 6" . 

1044. La force accélératrice étante pour chacun des cas examinés dans 
les trois articles précédents , égale au produit de la force accélératrice 
g^ due & la pesanteur, par une quantité constante, le mouvement est 
uniformément varié, et les phénomènes de ce mouvement se détermi- 
neront en substituant , dans les formules données art. 696 et suivants , 
à g^ le produit, de cette quantité^^ par la constante dont nous venons 
(le parler. 

Mouvement de deux corps pesants suspendus respectivement à la roue et à 
l'arbre d'un treuil , en ayant égard à la massrdu treuil et à celles des corder* 

1045. Le problème dont je vais donner la solution, dans ce chapitre, 
fournira aux élèves un sujet d'exercice for^ instructif, et les conduira ^ 
des résultats extrêmement utiles par les conséquences qu'on en tire. 

L'axe horizontal d'un treuil ayant une position fixe , et la machine 
pouvant tourner librement autour de cet axe, deux cordes pesantes, dont 
Tune s'enroule autour de la roue et l'autre autour de l'arbre, tiennent, 
respectivement, suspendus deux corps pesants, m' et m" j les masses de 
ces corps et leurs distances , au plaq vertical passant par l'axe , étant 
telles que le corps m' ^ suspendu à la roue, est prépondérant, et déter- 
mine , par sa descente , l'ascension du corps m" suspendu à l'arbre. Or 
le poids de la partie verticale de la corde, qui tient le corps mf suspen- 
du , s'ajoute au poids de ce corps pour faire monter, tant le corps m" j 
que la pajrtie verticale de corde qui le tient suspendu à Tarbrc ; les Ion- 
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gueurs et Içs poids de ces parties verticales varient continuellement , et 
des portions de corde, enroulées sur la roue et l'arbre, fournissent des 
moments par rapport à l'axe ; enfin la masse du treuil et des cordes 
qui L'enveloppent, consomment, pour leur mouvement de rotation, une 
certaine quantité de force motrice. 

H s'agit d'avoir égard à ces diverses circonstances dans la détermina- 
tion.des phénomènes du mouvement , et je vais d'abord donner des signes 
aux quantités qui entreront dans le calcul. 

1046. Masse suspendue à la roue, et qu'on suppose prépondé- 
rante , représentée par m' 

Masse suspendue à l'arbre et dont m.' détermine l'ascension , 

par son poids m" 

Masse de l'unité de longueur de la corde (i 

Masse d'une des molécules, soit du treuil, soit des parties de 
cordes enroulées au premier instant du mouvement , laquelle 
masse est censée variable d'un point à l'autre du système . . . dm 
Distance de la molécule dm à l'axe du treuil ....*.. p 

Rayon de la roue R 

Eayun de l'arbre r 

Diilance au plan ( A lorsque /= o a 

horizonUt païwnt I du corps OT | ^^ ^^^^ ^j^ temps t . . . « + a 
par' l'aze commun-f 

de U rou. « de j . ,,( lorsque i = ■ « 

IWbre. I du corps m I a„ bout du temps J . . *--^^ 

Longueur absolue de l'arc décrit, depuis f de la roue . . R{%nfr-\-a) 
le comme D cernent du mouvemeut, par un dct 




a<>. 
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Je suppose , pour plus de simplicité et pour fixer les idées, qu'on a, 
au premier instant du mouvement, /=: o, (/ = o , xî = o et que , de plus , 
à ce premier instant^ il y a un nombre exact de circonférences de cordes 
enroulées sur la roue et une demi-circonférence enroulée sur l'arbre au- 
dessus du plan horizontal passant par Vaxe. 

Au bout du temps tj toutes les parties du syslêipe ont différentes vi- 
tesses, dont les rapports, avec la vitesse ^ du corps w'^ se déduisent 
du mode de composition de ce système, et qui sont modifiées par la 
pesanteur, laquelle tend à imprimer aux points matériels animés de 
ces vitesses , des quantités de mouvement élémentaires savoir, 

I®. Corps m' et masse ^ (û^+^) de la partie ver- 
ticale de la corde k laquelle il est suspendu . . g'dl\m'+/!Ji(a+c)\ 

Corps /Tz" et masse >6ti ^ —- z I de la par* 

\ ^ J ( r r \) 

tieverticale delacordeà laquelleilestsuiçpendu.^^^/"J/w''+//l A — -z H 

3°. Masse du treuil et parties de cordes enrou- 
lées sur un nombre exact de circonférences, pour 
ce qui concerne la roue, et auxquelles il faut ajou-r 
ter, pour ce qui concerne l'arbre, la demi- cir- 
conférence enroulée aju premier instant du mou- 
vement , le tout formant un système sur lequel les 
jetions de la pesanteur s'annullent réciproque- 
ment, ou qui peut être regardé comn^e non pesant, . • . ... zéro. 

4°. Longueur R (a^r — g?) de corde enroulée 
sur la roue, et ne faisant pas partie de celle qui est 
enroulée sur un nombre exact de circonférejices. . . ^dt.RfA{2nr-nCo) 

5°. Longueur rœ de corde enroulée sur l'arbre 
et se trouvant dans le même cas que la pr^xédente, 
quant aux circonférences entières et à la demi-r 
circonférence initiale t • ♦ ffdt.rfiG> 

Les quantités de mouvement élémentaires qui ont lieu, et en vertu 
desquelles se produisent Jes variatioqs effectives de vitesses, sont: 

1°. Corps m' Qi masse fjL{a + z) de la partie ver- 
ticale de la cordç à laquelle il est suspendu. . . . |//î'+^(^+«)}^(' 

i». Corps m" et priasse fxi b ^ 5 1 de )a par- 

V ^ J ( / r Wr 

tie verticale delà corde à laquelle il est suspendu .■J/»''+^l ^— ^« I « fl^^ 
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30. Masse du treuil et des parties de corde qui 
se trouvaient enroulées au premier .instant du 
mouvement, en supposant que cette masse n'ait 

pas varié, 2^1 -^—dvdm \ qu'on peut mettre 

sous la forme —3- 2{fdm),\ad\({érenùe\]eiiyj 

qui se rapporte au temps, et qui est une quantité 
commune à tous les éléments de masse <f/n, pou- 
vant être mise hors du signe S, qui se rapporte 
à la Composition géométrique et physique du 
Système. 

Cette intégrale — ~ S (fdm) doit être dimi- 
nuée de la quantité fi R (2 n tr+a) dv, et aug- 
mentée de laquantité jttr (an jt 4- «>) _-É?(/,res- 

pectivement, pour la partie de corde qui s'est 
déroulée de la roue, et pour celle qui s'est en- 
roulée sur l'arbre; et on a pour cette partie des 
quantités élémentaires de mouvement imprimées 

en faisant attention que 3n«'-|-fi>=-jj. 
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s^ R sin. — et 2rs\n.co. Le centre de gravité de JR^ift — û?) est, art. 809, 

/c.ansin.— 2Rs\n. — 

2 o. 



ou à 



à une distance de Taxe de la roue égale à -5-7 r 

^ /î (2^ — G}) 2 :nr — co 

et ce centre étant placé sur un rayon qui fait, avec l'horizon, un angle 
= f(a^ — û?), sa distance au plan vertical passant par Taxe de ro- 

„ . co 2n^ C7 „ . 67 €0 

2 li sin. — . COS. 2 A sin. — cos. — 

22 a a RsMi.cû* 

tat ion sera ' , ou , ou 

2 ft — co 2 ^ — cj 2 ^ Cû 

et le moment de la quantité de mouvement élémentaire ffdl Rfi (2 jr — co) 
sera — gdt.Ra (2^ — co). — , ou — gdl.R^fi sin. co, on trouvera, 

2yF CO 

par un raisonnement et un calcul semblables, que le moment de la quan- 
tité de mouvement élémentaire ^^//.r^c?, a pour valeur ^///.r^^ sin. co. 
D'après la manière dont la question est posée, et d'après les don- 
nées initiales, le moment de la quantité de mouvement élémentaire 
gdt \ m^ + fi (a + z) \ étant pris positivement , la somme des deux 
moments qu'on vient de trouver doit être négative ou positive, respec- 
tivement, suivant qu'on aura^^KC^^rou rj >/r, et, de plus, nulle dans 
le cas de R = rj ces conditions sont évidemment satisfaites par la 
valeur — f^{R^ — ^*) gdl sin. co; mais, vu l'égalité des longueurs 

z elR (2n jr+ co) et des sinus des arcs 2 n :^+ 67 et û? , on a sin. rt> = sin. -^, 

R 

en prenant sin.— positivement si z^Rft, ou négativement si s£R^\ 

et la somme des deux moments ci - dessus déterminés devient 

^fi(R^—r^) ffdlsin.^. 

1047. Ainsi l'équation d'équilibre à poser en vertu du principe 
général et d'après la nature du système «era 
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«^rf<r«|»i'+/<(o+4)i— /■|i»"+^r*^-^«ji| 

^gtlt./t(,K'—r')im. -i- 

tirant la valeur de -j-, réduisant et faisant , pour abréger 
a£ 

(R^ + r^) 

m' + ua=p'im" + aù^p";-^ ^ — i = *; («a — r») = n» on a 

-A 

>'^^ ■ " yid"/ ~ R'p' + r*p" + 2;(f»^m) 

telle est l'expression de la force accélératrice de m', qui n'est variable, 

qu'à raison du terme fit (^k 5 — n' sin.— ), ou de rintrodgctiondu poids 

de la corde dans le calcul, le terme S (^*dm), qui se rapporte à la 
niasse du treuil, exprimant une intégrale définie, ou une quantité 
déterminée et constante. Ainsi lorsque le poids /< de l'unité de longueur 
de la corde sera très-petit, le mouvement pourra être considéré comme 
uo mouvement uniforinément varié , mçme çn ayant égard au poids 
du treuil. 
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1049. ^^ mettant l'équation {j4) sous la forme 

du dw A ' ^ 
—- =— j4 sin. 



dt dû R 

on voit que, depuis la valeur -5 = 2/î/i;r, jusqu'à la valeur 

5 = /?(;r+ 2 Tî^T-), la quantité^ sin. — dont le maximum répond à 



• «o 



5=/î(7;r+ 27îjr), est continuellement soustractive, sin. — ne cessant 

pas d'être positif entre ces deux limites ; d'où il résulte , quant 

à ce qui concerne particulièrement le terme -^sin.-— , une diminution 

continuelle de vitesse, commençant à la première limite, et atteignant 
son maximum à la seconde. 

Des effets absolument contrairesont lieu depuislalimite3=(^+2/z^)/î 
jusqu'àlalimite2=(2^+2/zjr)/f,lesdiminutions tant de laforce accéléra- 
trice que de la vitesse se changeant en accroissements , parce que entre ces 

limites sin -^ est négatif, ce qui rend additif le terme A sin.— de sous- 

tractif qu'il était. 

Ces résultats peuvent aussi se déduire tant de l'examen des positions 

des portions de cordes enroulées qui donnent le terme j4 sîn.— , que 

du mode de variation du terme Rn^ l 1 — cos. 77 ) de l'équation (5), 

• 
lequel, k partir de sa valeur zéro, qui a lieu lorsque « = 2/î/î^, va 

continuellement en croissant depuis cette limite jusqu'à la limite 
j5=3/?(^+ 2/z^) , après quoi il diminue depuis celle-ci, jusqu'à la 
limite z=zR(^2^+2n.T). 

io5o. J'ai introduit, dans l'analyse du problème que je viens de 
r&oudre, les poids des fractions de circonférences de cordes qui four- 
nissent des moments par rapport à l'axe, afin d'en rendre l'étude plus 
utile aux élèves, m^is, les poids de ces portions de cordes ont, en géné- 
ral, une si petite influence sur le mouvement, qu'on peut les négliger 
sans erreur sensible ; dans ce cas la valeur de la vitesse prend la forme 
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at ' ai + Ci* 

intégrant cette équation et déterminant la constante par la condition 
des valeurs simultanées / = o et 2 =o. 

(3) . . . ,Kc = H.[£±£i£i±^:i±ML] 

(Voyez le calcul intégral de I^acroix , article 162). 

Thc'oric de la machine d'AlWood, en fatiuit entrer en coniidéralion U maiie 
^e la corde ou du fil et celle de la poulie. 

to5i. Après avoir donné, art. 79Q et suivants, la théorie de l'utile 
et ingénieuse machine d'Atiirood(*), j'ai fait voir, artt 81A et suivants, 
comment on pouvait l'employer à vérifier, par l'expérience, les prin- 
cipes généraux de la Dynamique. Il est convenable, en faisant un usage 
aussi important de cette rnachine, de ne pas laisser le moifidre sujet 

( * } Je croii qu'il est cooTcnable de faire conuaitre aux élèves quelquei 
particularité! de la vie d'un bomme qui a enrichi lea sciencei pbfiique* et 
mathématiques d'une invention également curieuse et utile. Voici sa notice 
biographique , extraite d'un nouveau Pictionnaire Historique , dont on n'a 
encore publié que quelques volume*} 

« Atwood (Geor^s) physicien anetaii, né vers 1745, étudia à l'école de 
V Weatpiin«ter et au collège de |a Trinité de Cfimbridge , oîi il fut ensuite 
> professeur. Le célèbre Pitt ayant assisté h un cours de physique qu'il faisait, 
• conçut une si grande idée de ttt talents, qu'il l'employa dans le mjniflèrD 
« des finances. Ce ministre lui fit obtenir une pension qui s'éteignit & sa mort , 
1806 , un an avant celle d'Alwood. Ses ouvrages , écrits en analaj 
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d*objeclioti contre les conséquence^ tirées des observât ions: Je vais,^'apr^*s 
ces n)otifsy présenter sa théorie d'une manière plus complète que je 
ne l'ai fait aux articles 'ci -dessus cités, en introduisant, dans l'analyse, 
les masses de la corde, du fil, et de la poulie, négligées dans ces ar- 
ticles; on pourra ainsi dégager les calculs des anomalies dues à c^>s 
niasses , mois on reconnaîtra qu'une partie de ces anomalies est si faible^ 
lorsque la machine est bien construite , qu'elle n'a pas d'influence 
sensible sur les résultats. 

Je pourrais déduire immédiatement les formules qui donnent; les 
phénomènes du mouvement, dans la machine d'Âtwood, de celles 
auxquelles je suis parvenu dans la solution du problème de l'art. 1045, 
ifliais il est convenable, pour l'intérêt. de l'instruction, de chercher'ces 
formules sans égard à ce qui précède, sauf à examiner ensuite. leur 
£|Gcord arec celles des art. 1047 ^^ 1048. f 

io5a. La composition du système étant celle qui est décrite & l'ar- 
ticle 790, soient v, 

' La niasse, suspendue à une des extrémités 'du fil,: ^t qui est 
supposée. prépondérante , égale à. • •';. . • ^. . . • • . •^. ..^^ .;• . . . .« a . ,m'- 

La masse suspendue* à l'autre extrémité du fil donti'ascension 
est déterminée par la descente de m! . ....^ ;..... ; m"' 

La masse de l'unité de longueur de la corde. .•;...>•••./... .u. 
^La masse, d'une des molécules soit de la pouliei, soîtide la 
portion de la corde qui est enroulée sut cette poulie \ . .^dm 

La distance de la molécule dm à l^axe de la poulie. p- 

Le rayon de la poulie • > .R 

Le temps • *•'•*: • . . . ^ 

La vitesse commune de m' et mf^ au bout du temps t ^ 

Lçi forc^ accélératrice de la pesanteur , r • • • -^ 

Distance au plan 
horizontal passant 

})ar Taxe de la pou- 



• ■ • - » • • 

f lorsque t=o 



a 



du corps i/i'l^y. ^^^^ j^ tç^p3 /..'.;... ^+. 

du corps V| \ox^<\\x^ t=o. b 

raq'boût du temps /. .s . • . .^— 5 

. {ja corde peut être enroidée, autour d^la pqulie , ou sur uv^ de^i<-tour,. 
eu'SMr UB nombre quelconque de. tours plus un demj ; dan^ l'un ef Pauvre 
cas , les actions de la pesanteur ^r, le système entier- ^e; la poulie et 
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de la partie de conte eimiulfe se détraÏMirt rfciproq uw ne nt , de sorte 
qu'oB praC rr^rder ce syilteecomme non pnaat , en it'ayan( égard qu'à 
son ÏDertie, en vertu de laquelle il consomme uoe potttoa des forces 
motrices imprimées k m', m" et aux parties verticales de la corde. 
Kous n'avons point ici, comsac dans le problème de l'art. 1045, des 
parties de corde eoroulécs, doat les cratre» de gravité ne passent pat 
par l'axe. 

Jesupposequ'au premier instant du mouvement ona/^o, c^o, s^t), 
tt passant à l'évaluation des quantités de mouvement élémentaires 
imprimées par la pesanteur au bout du temps t^ j'ai 

I*. Masse «' et masse /t {a+^y de la partie 
verticale de la corde à laqaeHe m' est suspendue fdt\a^+tt{a+i)\ 

l». Masse m" et masse /t (i — s) de b partie 
verticale de la corde à laquelle in" est suspendue gdt]m"+ft{6 — s)| 

3*" Masse de la poulie et de la partie de corde * 

enroulée sur cette poulie aéta 

Les quantités de mouvement élémentaires qui ont lieu , et en vetto 
desquelles se produisent les.variations efllèctives de vitesse son t: 

i«. Masse m' et masse ^ (« -f s) de la partie 
verticale de la corde à laquelle m'est suspendue \m' + K{a + t)]Jf 

a.". Masse n" et masse ft{l — s) de la partie 
verticale de la corde à. laquelle W est suspendue ] n^'+ft(è — ^x) { dr 

3^. Masse. de la poulie et de la partie de 
corde enroulée autour de cette poulie, masse qui 
est constamment la niéme pendam la durée du 
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tirant la valeur de la force accélératrice — r-*- j 

dt 

, . dv gR*\m'—m"-\-fi(a-^l> + iz)\ 

^' dt B'\m'+m"+fjt(a+A)\+2{(>»dm) 

Si dans l'équation de Tarticle 104, on fait Ji = rj ce qui donne 
n=:^Of fc^!^2Rj on retrouve l'équation précédente ainsi qu'on devait 
s'y attendre. 

1054. '^^'J^ obtenir l'expression finie de la vitesse , en multipliera le 

premier membre par i^j le second par la valeur * de Vj et inté- 
grant , dans l'hypothèse des valeurs initiale» c = o et «=so, on aura 

^ ' R*\m' ^-m" '>c(t{aJrb)Jr^{ç*dm)\ 

équation qui peut se mettre sous la forme 
(«) rî» = 5»+C»» 

et d'où on tire, on substituant pour v sa valeur - . , 

(3) dt = ^.±-^ 

équation de même forme que celle de l'article. io5o, laquelle intégrée 
dans l'hypothèse des valeurs initiales /=p et 5=?:o, donne comme à 
l'article cité, 

(4) • • • ^= jT&'^S- ( ^ -^J 

Obiervatîonf sur les applications de la théorie de la machioe d*Âtwood , 
^ expotée dans le chapitre précédent. 

' I o55. Je puis maintenant faire connaître, en valeurs absolues, le degré 

. d'exactitude qu'on obtient lorsqu'on ca cule les expériences faites avec 

la macliine d'Atwood, par les formules données k la fm de la première 

action, et pour cela, il faut déterminer, d'après les formules rigoureuses 
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du diapitre précédent, riofluence des maiaes du fil et de U poulie sur 
le mouyeqKnt an poids. Les élèves auront un premier exemple de 
l'utilité des théoriei qui font entrer en considération, dans les problèmes 
du mouvement, l'étendue et ta figure des corps. 

La machine qui m'a fourni les données des calculs suivants est sortie 
des atteliers de M. Dumotiez , l'un des plus habiles artistes de Paris , 
pour la construction des instruments de physique. Le fil , qui tient les 
poids suspendus , pése un peu moins de ^s ^^ gramme par mètre de 
longueur; ainsi on peut négliger sa masse sans crainte d'erreur sensible. 
La poulie pèse o,^. 3706, son rayon, pris depuis l'axe jusqu'au fond 
de la rainure dans laquelle on place le fil, est de o,>"o5o; le rayon de 
son axe, aux points oîi cet sQce pose sur les quatre roulettes de fnction, 
est de Oii^oosA ; le rayon de chaque roulette de friction est de o,™oâ3, 
son poids de o, ^^. 0896, et les extrémités de Taxe qui la supporteot, 
sont taillées en forme conique. 

On s'assure, aisément, d'après ces données, qu'on peut négliger non- 
seulement la masse du fil, mais encore la résistance due au frottement; 
en effet , désignant par It et iî', respectivement, le rayon de la poulie, 
et celui d'une roulette de friction, par /- et / le rayon de l'axe de la 
poulie et le rayon moyen de la pointe , engagée , de l'extrémité conique 
de l'axe de la roulette de friction, par P le poids total que supportent 
les quatre axes des roulettes de friction , par JJ la force tangentielle k 
la poulie , qui ferait équilibre au frottement exercé sur les quatre 
appuis, et parole rapport du frottement à la pression, on a, d'après 
les principes posÀ dans la quatrième section de la première partie 
du cours. 
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^ — — rx^ go XO^I 1^9 = 0*^»1. , COOO4686 

Ainsi la résistance due au frottement pour la puissance qui agit à la 
surface de la poulie, est un peu moindre que -^ ^^ gramme, dans le 
cas du maximum de charge de la machine. 

io56. l'équation (li) de Part. io53 peut, d'après ce qui précède, 
se réduire à la suivante ^ 

dt ~ n^{m'+ m") + S(()^dm) 
sans perdre sensiblement de son exactitude. Ainsi la force accé- 
lératrice —7- est constante et le mouvement uniformément accéléré; 
d^ 

mais les phénomènes de ce mouvement ne dépendent plus^ uniquement, 
comme on l'avait supposé k la fin de la première section, du rapport 



m' — m'' 



— ; jj^ parce que le terme SÇf^dm), dû à la masse de la poulie^ 

d ç » • 
entre dans l'expression de -~ ;[ j'ajouterai qu'à la rigueur il faudrait 

aussi avoir égard aux masses des roulettes de friction, qui se meuvent 
en même temps que la poulie; mais je ferai bientôt voir qu'on peut né*^ 
gliger les termes qui en résultent, et je vais, d'abord, donner le moyen 
d'exprimer en nombre la valeur de -£ (^* dm ). 

Les masses mf et m" étant représentées dans le calcul , par leur 
poids, l'intégrale définie S {p^ dm) sera équivalente à un produit 
Mh^j jlf étant égale à S {dm) et k étant une quantité linéaire; et, 
jx)ur déterminer, par l'expérience, la valeur numérique de Mk^ , on 
emploiera le procédé suivant : « Faites osciller la jpoulie autour d'un 
« axe horizontal, auquel l'axe propre de cette poulie soit parallèle, la 
« suspension étant opérée par le moyen d'un fil dont le poids puisse 
M être regardé comme nul par rapport à celui de la poulie, et les 
<c amplitudes des oscillations étant très -petites. Soient a la distance 
<f de l'axe de suspension à l'axe de la poulie, n et f, respectivement, 
M le nombre total et le temps total des oscillations,^ la force accé*- 
« lératrice de la pesanteur, ^la demi-circonférence qui a l'unité pour 
4< rayon , la valeur 2 (p^dm) ou Mk* se calculera par la formule 
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furmulc que je démontrerai lorsque j'aurai eiposé la théorie des mo- 
ments d'inertie. 

loSj. Les mesures qne j'ai prises et une expérience que j'ai faite sur 
la machine dont il est ques* tion à l'article iq55 , m'ont donné 

a ^ o™, aSçS 

T = 60" 
«=117 

M -= o^ii. 3706 
introduisant ces quantités dans la formule de l'article précédent avec 
la quantité —=^0,99384, le logarithme dece nombreétant 1,9973160, 



Z(f'<^'«) = o,a7o6xo»3S95x{(^)'xo,99384 — a,ï595|=so,oooi3 
or en faisant comme ci-dessus »i'+»x"=o*''.,S, fl = o»., o5, on a 
^•(/n' + /n") = o,ooa5xo,5.= o,ooi25, d'où 

/!>(«' + m") ...,,, , i-v • 

■ .. , — ; — i-TTT =,-- — ; — r- ^ f^ = 7^ a-peu-ptès. On voit nue 

l'expression de la force accélératrice calculée par les formules de la pre- 
mière section , est plus forte d'environ ~j que celle qu'on trouve en 
ayant égar;d k ta masse de la poulie; mais cette circonstance ne change 
rien à la vérité de tout ce qae j*ai dit, article Sis et suivants, sur la 
conformité des principes généraux de la Dynamique aux phénomènes 
observés , puisque c'est d'après ces mêmes principes que le mouvemmt 
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dues aux masses des roulettes de friction , seraient de la forme • • • . 

-TT • ^ ^v dm^y en désignant par ^, la distance de la molécule m, 

d'une roulette de friction à Paxe de cette roulette ; et vu la petitesse 

de la fraction -r*- elles pourraient être négligées vis-à-vis des premières. 
Au reste les éltves feront bien de s'exercer à déterminer la valeur 
générale de -~, art. io53, en y introduisant le terme dû aux masses 
des roulettes de friction. 

Mouvement d'un corps sollicité par des puissaDcet quelconques et assujéti à se 

mouvoir autour d'un axe fixe. 

loSç. Les exercices des chapitres précédents ont commencé à 
familiariser les élèves avec Tusage du principe général du mouvement. 
Je vais maintenant appliquer ce principe, à un premier problême gé- 
néral et fondamental , sur le mouvement de rotation d'un corps solide 
ou d'un système de forme invariable. 

Soit un S3rstème de points matériels ftJ y m"y etc. , dont les distances 
respectives sont invariables » assujéti à tourner autour d'un axe fixe. Ces 
points matériels jieuvent être sollicités par des puissances d'intensités 
et de directions quelconques , mais comme les actions de ces puissances, 
dans le sens parallèle à Taxe de rotation., n'ont aucune influence sur le 
mouvement, nous représenterons, par p^, p"^ etc. leurs actions respec- 
tives sur mfy m'' y etc. , dans des plans perpendiculaires à l'axe. 

Soient X^ r" ^ etc. les perpendiculaires menées de l'axe fixe sur let 

dnections respectives de p' ^ p"^ etc. ; ^'^ p'^^ etc. , les distances de 

mfj m!' y etc. à ce même axe , et ^ la ifîtesse angulaire du système 

au- bout du temps iy c'est-à-dire la vitesse absolue de chacun des points 

placés à Tunité de distance de Paxe de rotation ; les quantités de 

^moDvement élémentaires, imprimées par les puissances,, au bout du 

temps iy seront 

p' m'dtsp" m" dti tin. 

Ce sont celles qui téudent à faire varier les vitesses absolues y p'^Sf^"» etc. 
des points matériel m\ m", etc., ou la vitesse angulaire ^, commune à 



$04 DrVAMIQUS éLéjd ENTA rii E. 

tout le. système; mais «eu -égard & la liaison des ^rtiesida ce système i 
lesvariationsdeyîtessene seront pasp'dt,/f"dt,ttc., mais ^(fy,f/'^, etc. 
et si on imprîmalè, en sens contraii'e-de ces âehirèm, aux pbit^ ma- 
tériels m', m", elc. des quantités de mouvements élémentaires— rm'^<^. 
— m"f"d^,eic. les variations de mouvement n'auraient pas lieu, et, 
par conséquent, les quantités de mouvetiient élémentaires îoiprimées 
p'm'dtf p"nJ'dt, etc.. resteraient sans effet; la vitesse angulaire exis- 
tante ^ se conserverait sans altération. La condition de l'équilibre 
a donc lieu, art. io38, entre les quantités de mouvement élémentaires, 

p'm' dtf p" m" dt, etc. 
^—m'ç'd'^, — m"p"d<^, etc. 

et, pour énoncer cette condition, il suffit de dire que la somme' des 
moments de ces quantités de mouvement, par rapport à l'axe de ro- 
tation , est égale à zéro, ce qui donne l'équation 

o = {ji'm'r' ■^p"m"f"-\rt\c.) dt—(m'(i''+m"(t"»+etc.)d<i 
et la valeur générale . . ' .. ■ 

en désignant, par Z(pmr) et S(mp^) , respectivement, la somme 
des termes/»')»'/, /;"m'V'j etc. et celle des termes m^f'^^ n^'ff'*, vie. 
Si oD^eltamineles.équations. (^) et (a) des art. 1047 etiôSS, onverra 
qu'elles ne sont que des cas particuliers de celle-ci. >': 

1060. Telle est l'expression de \afirce accélératrice artguiairej son 
numérateur est , comme on voit , la somme des moments des.puissances 
sollicitantes; par' rapport à l'axe de rotatiop;' son dénominateur est la 
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lion est parallèle à l'axe des x, a®, que ce dernier axe passe par le 
centre de gravité du système. Désignons par b et c les distances res- 
pectives de l'axe de rotation aux plans des xz et des xy. 

On aura, pour une une molécule quelconque m^ 

ç^ = {b — y)a + (« — c)^^ d'où 
Z{mp^) = 2\m{j^+z^)\—s.bZ{mj)—iLcS{mz) + {b^+c^)Z{m) 
on a, par la propriété du centre de gravité, JS(wïJ") = o, ^(/w5)=no, 
et, M étant la masse totale du corps, Z{m)=:M, d'où 

2;{m()^)=2\m(j'^+z^)\+M{b^+c'') 
or S \ ^{jy^-^z^) \ est le moment d'inertie, par rapport à l'axe des Xy 
ou à l'axe qui passe par le centre de gravité du système, et b^-^-c^ 
est le quarré de la distance de cet axe des x à celui auquel appartient 
le moment 2{^mf>^)\ on a donc le théorème général. 

« G^nnaissant le moment d'inertie d'un corps par rapport à un axe 
« de position déterminée , et passant par le centre de gravité de ce 
« corps, on en déduira le moment d'inertie par rapport à un second 
«< axe, parallèle au premier, et dont il est à une distance connue, en 
M ajoutant au moment donné , le produit de la masse totale du corps 
« par le carré de la distance entre les deux axes, n 

io6%. On conclut d'abord, de ce théorème, que Taxe dirigé par le 
centre de gravité du corps, qui , parmi tous les axes passant par le même 
centre, a le plus petit moment d'inertie, jouit de cette propriété par 
rapport à tous les axes menés dans l'espace. 

io63. P étant une force accélératrice , et R une quantité linéaire, 
et M continuant à désigner la masse totale du corps, on peut poser 
Téquation hypothétique 

2{prm) = MPR. 

On peut aussi, k étant une quantité linéaire, représenter par Mk^^ 
la valeur du moment d'inertie par rapport à un axe parallèle à l'axe 
de rotation et passant par le centre de gravité du corps ou du système ; 
eusorte que, X étant la distance entre les deux axes, on aura, d'après 
le théorème de l'article précédent, Z(/wf>*)=Ar(A« + iî*) et la valeur 

de --;^, donnée à l'art. loôç deviendra 

at 

d'i _ P R 

du TT+JT 

I Sp 
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Dei momratt j%ïrlie cmniiété» par rapport «ax axet«t par rapport aoz plans. 

1064. J'ai donné, art. 1060, 1061 et 1062, la définition et deux des 
principales propriétés des moments d'inertie ^ je vais, maintenant» en- 
tretenir les élèves de ce qu'il y a de plus important à savoir sur leur 
théorie. 

Je continue à désirer, par mj l'élément de masse, et je rapporte 
les positions de tous les points du corps à trois coordonnées x ^^ et «^ 
paraltî-les à des axes fixes. On aura, art. 1060, les valeurs 'suivantes 
du moment d'inertie par. rapport à chacun des trois axes, valeurs qiu 
sont toujours positives^ savoir; 

{de8X.....2j/n(^* +3")( 
desjK X\ m{x.^ +2*} | 
des z Z\m{x* +J^)\ 

Posons pour abréger, 

Z{mx»)^As 2{mj*) = B; S(mz*) = C 
2:(mjyz) = DjS(mxi)=Ej2(mxj)=F 
S\m(x»^j> + z*)\==R. 
Les valeurs précédentes des moments d'inertie deviendront, respec- 
tivement, B+C, -^ + 0, j4+Bj ou R—Ay R—B, R—C. ■ 

106B. Chaque expression d'un des moments, mise sous la forme 
R — Af R — B, R — C, se compose d'une quantité commune R, oui 
se déduit, uniquement, de la position de l'origine des Xjj-jZ, par 
rapport au corps, et qui est tout-à-fail indépendante des positions des 

axes et des plans coordonnées, et d'une des quantités — A, B, C 

laquelle est la somme des produits des molécules du corps par les quarrés 
de leurs dislances à l'un des plans coordoi 
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Torigine, est déterminée par les angles ûetri^) lesj^, sur une perpen- 
diculaire à la direction de ;r,, menée dans le plan cpj-j les 2, sur un plan 
pendiculaire au plan ir,j^,. 

On aura par les formules de la géométrie analytique , les relations 
.3UÎ vantes entre x ^y yZ^ x^yj^^ z,; 

( .r, ^= {x COS. 71 +j sin. ri ) cos. -{- z sin. 

(i) lj^^=,j' COS. 37 — xsm.n 

f a, = «COS. — {x COS. 3? + j'sin. ri) sin. 

équations desquelles on déduit les suivantes 

dz, 



(*) 



' d0 



I dXf 1 dZf 

^' ~ COS. 0' dn " sin. 0\ dn 



dx^ 



1067. Ces formules vont nous fournir les moyens de résoudre un 
premier problême très-important, celui de déterminer la position de 
la ligne droite passant par l'origine, par rapport à laquelle le moment 
d'inertie est un maximum ou un minimum; on peut supposer que cette 
Jigne droite est l'axe des z,, et, puisque le moment d'inertie, par rap* 
port à cet axe , a pour valeur, art. 1064, R — -^(/w 5/) ; on n'a à faire 
varier, dans l'analyse du problême, que le seul terme 2 (mz,^). 

On déduit de la troisième équation ( i ) de l'article précédent, en dési- 
gnant , pour abréger ,Z(mz,^) par Z , et en faisant attention que les angles 
cl ri doivent être considéré^ comme constants relativement aux in- 
tégrales par 2, qui donnent les quantités A^ Bj Cj etc. 

A COS.* ri sin.* 0+B sin.* a? sin.* 0+ C cos.* 

— slD sin. ri sin. cos. 
^-r- a £ cos. ri sin. cos. 
+ û F sin. n COS. 37 sin.* 

. Cette quantité L^ qui, art. io65, est le moment d'inertie par rapport 
au plan x^y, dépend de la position de ce plan x^y, par rapport au 
corps, et par conséquent de la position de l'axe des «, , laquelle est 
déterminée par les angles 0çtri' Le moment L, ou 2{mz,^)j varie 
donc avec ^ et 37 et ses différences partielles par rapport à ces deux 
indéterminées sont, en diflférentiant sous le signe 



-mi 
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qui se changent, par les équations (2}de l'art, précédent' en 

— ■%d0'L\mz,x,\ ,et — %dri.^\'Cï.0X \fnz.,y,\ 
la condition du maximum ou du'minimum de L doit donc l'exprimer 
par les équations 

S(mSfX,)^o, S(mSfj^,)^Oi 
S est facile de voir que deux équations de même forme auraient en- 
core lieu, en prenant, avec le même axe des S;, dans le plan desx^^,, 
deux autres axes rectangulaires quelconques, qu'on appellerait axes des 
ir„ et des^„; en effet, en désignant par ( , l'angle ifK formerait l'axe 
des Xf, avec celui des x, on aurait 

x„=x, COS. i+j; sin. t 
j'„=j', COS. * — 'X^sin.* 
et par conséquent 

S(mZfX„) ^cos. t S (m ZfX,)+ sin. t S (mjr^z,) 
S (mz,jrff)=scos.t2(mz,jr,) — sin. ( S (ms^x,) 
quantités qui sont nulles, puisque S(mi,x,)^o et X (/««,j',) = o. 
1068. Il reste maintenant, pour avoir la position de l'axe qui satis- 
fait aux équations S(mz,x.):=o,S{mz,r,) = 0, ou -—=0,-5—^0, 

à déterminer, par ces équations, les valeurs des angles ^ et 17. Faisons 

lang. 0=f} tang.J7 = A 
l'équation del'art.précédent qui donne la valeur deXou de X(/rx,>) de- 
viendra, en faisant attention que sin.' 0= — ^ 
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prenons la valeur de/^ que détermine cette équation, et substituons-la 
dans la précédente , nous aurons , après avoir divisé par le facteur i + A* , 

\{B—L)h^+2Fh + ^—L\{C—L)—(Dh+E)^r=:o 
équation qui peut se mettre sous la forme 

(3) \iB—L) (C—L)—D^\ h^+2 \ {C—L)F—DE \ h:\ _ 

+ (C— Z)(^— Z)— £^|-^- 
Si actuellement on differentie cette équation par rapport k hj sans 

faire varier Z^ le résultat, qui remplacera l'équation -— =0, sera 

UTI 

(4) \(^B—L){C—L) — D^\h+{C—L)F—DE = o. 

Substituant la valeur de h déduite de cette équation, dans l'équa- 
tion (3) on aura 

(5) \ijB-L){C—L)~D^\x\{C-L){A~L)-E^\ 1 

— {F(C— Z)— i?£}^J-^- 

Cette équation est divisible par C — Z, effectuant la division, on a 
l'équation du troisième degré. 

{{yi-L){B-L){C-L) 
(6) o=\—D^{A—L)—E^{B—L)'^F^{C—L) 

y+nDEF 
Cette équation a, nécessairement, une racine réelle; si on prend cette 
racine pour valeur de Z^et qu'on la substitue soit dans l'équation (3), soit 
dans l'équation (4) , on aura la valeur de h; sur quoi il faut observer que 
les deux racines de l'équation (3), du a«. degré par rapport à h^ doivent 
être égales, car si on représente par ()lasommedesquantitésqui composent 

son premier membre, les deux conditions ()=:o et -j^ =0, doivent, 

an 

par l'état de la question, avoir lieu ensemble; lorsque h sera ainsi dé- 
terminée, on substituera sa valeur avec celle de Lj dans l'équation ( i ) , 
ou dans l'équation (2), afin d'avoir l'autre inconnue^ par rapport à 
laquelle (1) est du deuxième degré. J'ajouterai que les deux racines de (1) 

sont encore égales, car si on représente par Q' la somme des quantités 
qui composent son premier membre, les deux conditions Çr = o et 

— J^ = o doivent avoir lieu ensemble, et c'est d'après ces conditions 
et les précédentes Ç=o, ~y=ro que la quantité Z est déterminée. 
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1069. J*ai dit qu^ l'équation (6) de Vstt. précédent avait, nfeesni* 
rement, uiie racine réelle, ce qui se déduit, tout siroplemeôt, de la 
théorie des équations , mais on peut s^assurer, par des considérations 
parliculières à la question dont il s'agit, que les trois racines sont 
réelles; et, d'abord, on peut dire, d'après la définition de l'art. io6e, 
que tous les moments d'inertie par rapport aiix axes qui ont leur 
intersection commui^ à l'origine, étant des quantités positives et finies, 
il y en a nécessairement un qui f^t le plus grand et un autre qui est 
le plus petit ; voilà donc l'existence constatée de deux racines réelles de 
l'équation (6), d'où Ton conclut qu'elles sont toutes trois réelles. 
• Voici une autre manière d'arriver à ce résultat, qui fournit, en même 
temps, des détails instructifs sur les questions que nous traitons. Le plan 
desa?,j^, ayant été déterminé dans l'article précédent, par les angles ff 
et 37, ou par les valeurs de^ et kj et par la condition de rendre le 
moment d'inertie par rapport à l'axe des -5, un minimum ou un maxi- 
mum j prenons dans ce plan, deux axes désignés, respectivement, par 
les noms d'axe des .77,, et d'axe desj^,,; l'axe des .r,, étant supposé faire 
un angle ^ avec l'axe des x,j on aura cqmme à l'art. 1067 



f x,, = Xf COS. t +j, sin. i 
l ? / r • • • '1 j^„ =^ COS. f — X, sin- f 



d'oli on déduira 

(2) ..... S {mxjf^) = ces* i Z (mx,^) + sin.^ i 2J {mj,^) 

+ 2 sin. i COS. i 2 (/nXfjf) 

dl,{mXf,^) i ^/ d 



i^n 




dv 



f C dx \ 

= 2 2^ I mXf, " ^ j, et,parlescquations(i), 



d 
d 



^li 1, . I dZ (mx,,^\ I ^ , 



La condition d'après laquelle le plan .t,j^, est déterminé rend, art. 1067, 
la somme Z {m a?,, 5,) nulle, et si on déduit des équations (i) la 
valeur de Z{m x,,j,,)^ en supposant cette valeur égale a zéro, on aura 
la valeur de ^ qui convient à cette hypothèse. Attribuons cette valeur 
a i, les équations Z ( /// :r„ r, ) = o et Z {m Xffj,,) = o seront, 
arl. 1067, celles qui rendent -S" (w.r,,^) égal à un minimum ou k un 
maximum j et si nous faisons Z {m ^„^) = L, , 2 (mx,^) = ^,, 
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S (m j',?) =5,, 2 (m CDijf^ ^=-^1 9 ^^ng* ^ = i^ ^^ siura , d'après 

réquation (2) ci -dessus, 

(3)..... (i+i^)Z, = ^,+5,/^+azF, 

mais on a, de plus, ■ / I =0, ce qui est une conséquence de 

S{mXgf^)=imaximum ou minimum^ donc i L/^^B^i-^-Ffj et 

— F 

(4) i= ' 



Cette valeur de i, substituée dans l'équation (3) donne 

{{A, — L,) {B,—L,) — Fl = o____ ( Faisant Z(mr,/)=X„ 






I • / J même équation donnée 
-; ^ ci à côté en L, 

l'équation du deuxième degré en L, a ses deux racines réelles. 
Reprenons, maintenant, Téquation (6) de Tarticle précédent 

—L){B—L){C—L) 
o= \^D^{A—L)—E^{B—L) — F^{C—L) 

EF 

et faisant attention que les valeurs déterminées de Lj fournies par 
cette équation, sont indépendantes des positions absolues, des plans, 
passant par l'origine, auxquels se rapportent les moments d'inertie -^^ 
BjCj etc., supposons que ces moments sont relatifs aux plans des 
^/•//^ ^9^1 y Ji ^v deux desquels donnent, par leur intersection , l'axe 
des 2,^ ci - dessus déterminé; désignons par A^y B,y Cf^D,, E^j F^j 
les quantités qui se rapportent à ces plans, et qui sont analogues à A, 
Bj Cj etc. de l'art. 1064; observons que, puisque S(mz,^) est un 
maximum ou un minimum. ^ on a 2?, = o, -E,=^o, ce qui réduit l'équa- 
tion précédente à 
(6) {A,—L) {B,—L) (C,—L)—F,2 (C,—L) = o 

et cette équation divisée parle facteur C^-^L,j qui répond à la racine C) 
qu'elle doit nécessairement avoir, devient identique avec l'équation (5) 
ci-dessus, laquelle détermine deux autres moments d'inertie, ayant leurs 
différentielles nulles, dont l'un Z (mx,,^) se rapporte au plan desj^,,5,, 
l'autre , qui est le moment S {p^Jify > se rapportant au plan des z, x„\ ce 
dernier est celui pour lequel on ^S{mj„s,)::ti0^elS{mj„x,f)tiio. 
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OnvoiCiBlhst/i*-quelM trois racitwsde réqualion (é)de Tàrticle pié^ I 
cèdent sont réelles, a<*'. Que les axes auxquels se rapportent ces tnk | 
racines, sont les lignes d'intersection de trois plans dont l'un quelcoMtne I 
est perpendiculaire sur les deux dbtres. 

1076. Je désignerai , par le nom de plan principal , le plan par 
rapport auquel le moment d'inertie est un maximum ou un minimum, 
ou|, en d'autres termes, celui par rapport auquel ladilTérence du moment 
d'inertie est égale à zéro. Les équations données Ji l'art. 1068 assignent 
les valeurs de^et h qui rendent le plan x,jr, plan principal} or l'équa- 
tion gt-nérale de ce plan x,^,, •abstraction faite de toute propriété 
particulière, se trouve en faisant i,'=-o dans la 3<. équation (i) de l'art. 
1066 ce qui donne 

o=:5COS.^ — (xcos.sï-f;ysin.ïî)8ln.^d*oli5=(xco8.)î4-j'sin.îî)tang.tf 
et en employant y et h, avec les valeurs assignées art. 1068. 



(0 



.(x+A^). 



VT^ 

Pour introduire, dans cette équation , les conditions qui rendent le 
f[An Xfjr, plan principal, on a, d'abord, l'équation (a) de l'art. 1068. 
qui donne 

f _ Dh-\-E 



- ; or d'ftpris l'équation dont 



on a déduit l'équation (3) , article 1068 , le dénominateur 

(B — L)k*-\-»Fh^^~~Lssi ^ r~ir * *' l'équation précédente 



devient, 



en y 



substituant cette râleur, 
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f 

—r£:=r=^ et h dans réquation (i), on aura réqualion du plan principal 

{%)...x\ {B—L){C—L)—I)^\—j\ {C—L)F—DE\—t\ {B—L)E—FD \ =o. 

Si on multiplie le coefficient [B — Z) (C — L) — Z* par la quantité 
(^ — L) D — EFy on a le produit 

D\{A—L) (B—L) {C—L)—D^{A—L) \ 
—{B—L) (C—L) EF-\-D^EF 

et si de ce produit on retranche l'équation (6) de Tarticle 1068 mul* 
tipliée par D, le résultat sera 

— {B—L){C—L)EF 
-\-E^D(B—L)-\-F»D(C—L)—D»EF 

pouvant se mettre sous la forme 

—[(B—L)E—DF]({C—L)F—DE] 

quantité qui est égale à [(fi— i) {C—L)—D^][(J—L)D^EF] 
moins la somme des termes formant l'équation (6) de l'art, 1068, 
c'est>à-dire moins une quantité nulle, on a donc 

(3 LUC n !>' [(B-L)E~DF][(C-L)F-DE] 
{B-.L){C-L)-D {A-L)D-EF 

et cette valeur, substituée dans Péquation ( *) , donne l'équation suivante 
du plan principal, plus régulière que (2) 

x'.\{A—L)D^EF\ 

(+«: \{C—L)F—DE\ 

1071. Le plan dont on vient de donner Téquation change avec le 
moment principal L qui s'y rapporte, et, comme l'équation (6) de 
l'art. 1068 donne trois valeure pour ce moment Z^ on a, ainsi, les 
équations particulières de trois plans principaux, dont chacun, d'après 
l'article 1069, est à angles droits sur les deux autres. 

Les intersections de ces trois plans sont trois axes rectangulaires qui 
se rencontrent k l'origine commune des ^ ^jy Zj ^i^Jt^^fS ^fn^ni 
déplus ilestmanifeste, d'après les valeurs données art. ïo65, 1068 et 1069, 
que la différentielle du moment d'inertie par rapport à chacun de ces axes 
e^t nulle, puisque la différefitielle du moment d'inertie par rapport au 

ï 49 



(3) = 



V 
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plan , passant par Torigine , qui lui est perpendiculaire , est égale à 

zéro. 

107a. La valeur générale de S {w«,*) trouvée art. 1067 pour un 
moment d'inertie relatif à un plan quelconque des x,,y,} déterminé 
par deux angles ^ et ï; était 

^cos.")7sin.»tf-}-^8inaï;sin.*tf-{-Ccos.»^ 
— aZïsin.Tî sin.^cos.^ — %Eco%.ri ûti.0(ji'&.6-\-^Fmï.tiz<i%.Ti%\x\.*0 
et on a, art. 1070, pour l'équation de ce plan 

z COS. — (a; COS. ri -\-y sîn. î? ) sin. 0=^ o. 
Les cosinus des angles formés par le même plan et par ceux desj^ z, 
X z, et a;j'_,soDt.respectivement 

— cos.Jïsin.^; — sin.)? sîn. ^; cos.^ 
. dont les quarrés sont les coefficients de A, B, C dans la valeur précé- 
dente de S{mZf'^). 

Ces résultats ont lîeu quels que soient les axes des coordonnées pri- 
mitives, mais, si ces axes sont principaux j on aura, art. 1067 et 1069 
i? = o, jE = o, F^o, et l'expression dii moment d'inertie relatif à 
un plan de position quelconque sera 

jé css.^ 37 COS.* 0-\- B sin.* n sin.* 0-\- Ccos.* 
en sorte que désignant par a, if et j- les angles respectifs que le plan 
quelconque dont il s'agit forme avec les plans ^ î , x z et x^j lorsque 
les axes des x^ji- et s sont principaux ^ l'expression du même moment 
deviendra, 

^cos.* a-j-fîcos.* f-^-Ccos.'y. 
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et on trouvera de la même manière, en désignant par B'^ C , D' ^ etc. 
les quantités analogues à B^ C^ D , etc. art. 1064, 

B'=B—'khvM-\-b*M 

C=C—2c^M-\-c*M 

ly = D^{b i^^cv) M-\-b c M 

E'=E—lc^^aQM\-acM 

F' = F—(av + ù$)M-\-aùM 

mais, pour simplifier les calculs suivants, supposons que l'origine dek 
coordonnées primitives soit au centre de gravité, et que les axes pri- 
mitifs des coordonnées qui se croisent à ce centre, soient /;r{/ur;/;^z»x^ 
on aura, par cette double condition, 

^ = 0, » = ©, Ç=o, D = o, E = o, F=o. 
et par conséquent, 

^' = y^-l-«» Mj B' = B-\-b* Mj C'=C-\-c* M 
D' = bc Mj E' = ac Mj F=abM. 

Désignons encore par L le moment d'inertie principal qui se rapporte 
à l'origine dont la position est déterminée par les coordonnées a^ b, c, 
on aura la valeur de ce moment, en substituant dans l'équation (6) 
de l'art. 1068 aux quantités A ^ B y C , etc. leurs correspondantes 
A' , B' , O , etc. ou les valeurs de ces correspondantes, ce qui donnera 

(^+a«M— Z) {B-\.b^M—L){C-\-c^ M—L) 

— (A-\-a*M—L)b*c*M* 
= < —lB-i-b*M—L)a^c^M^ 

— lC-\-c^ M—L)a* b* M* 
-{- 2 a* b'' c'' M^ 

équation qpi peut, visiblement, se mettre sous la forme 

f (A—L){B—L)(C—L) 

(L) = J -{-^HB-L){C-L)M 

^ ' ^ • ""^ '^' ' L)M 

L)M 

1074. La quantité L se détermine par cette équation lorsque aj b 
c sont connues ; mais si L est donné, et que l'on considère a^ b et c 
comme les coordonnées d'une surface courbe, à chaque point de cette 
surface, la valeur d'un des moments d'inertie principaux sera la valeur 



{-^a*(B — L){C-- 
+bHC-L){J- 
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donnée de L} cette surface est du second ordrcj et on penl mettre SMi 

équation sous la forme 

w !^^+- 



ér}^=- 



-A ^ L—B . 
On a l'équation suivante du plan principal relativemwit auquel le 
moment d'inertie a la valeur donnée L^ équation rapportée aux axes 
principaux du centre de gravité, 



o = ; 






' {A'—L) V'—E'P "^ {B'^L)E'—Piy ^ {a—L)F'—D'£' 
ou en substituant, pour A', B', etc. leurs valeurs, 

- - . + . z=£ + . — " 



{J—L)bcM ^ {B~L)acM ^ {C—L)abM 

équation qu'on peut mettre sous la forme 

^{^^a) ■ ^(jr — ^) I c(g— c) _ 
L— ^ "•" L—B "^ L—C 

et qui est celle d'un plan tangent à la surface dont î'aî doDoé l'équa- 
tion (5) ci-dessus, au point de cette surface qui a a^ ^ et « pour 
coordonnées. 

107Ô. La surface dont je viens de parler a, pour plans diamétraux, 
les plans même des coordonnées , qui sont les plans principaux du 
corps , passant par son centre de graviic , et en supposant entre A, B 
et Cj l'ordre de grandeur A<iB<^C , cette surface sera un ellipsoïde 

pour toutes les valeurs de i>C 

un liyperboloïcle a une nappe lorsqu'on aura C>i>B 

un liyperboloïdc a deux nappes lorsqu'on aura B'^C'yÀ 

Enfin elle serait imaginaire si on avait Z<y:^ j ce qui conduit i ta 
conclusion déjà tirée du théorème de l'art. 1061, savoir, que le plus 
petit de tous les moments d'inertie qui répondent au centre de gravité 
est , en mûme temps, le plus petit de tous les moments d'inertie du 
corps. 

1076. .Çupposoas que L prenne toutes les valcure qu'il peut re- 
cevoir, depuis A jusqu'à l'inilni , et concevons toutes les surfaces d'iiy- 
perbyloïdes à deux nappes, d'hyperboloïdcs à une nappe et d'elli- 
psoïdes correspondantes à ces valeurs i ces trois séries de surfaces auront 
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les mêmes foyers, pour leurs sections principales, puisque les quarrés 
des excentricités de ces sections seront 

C—B C—A È — A 
M ' M ' M 

il résnlte de là que l'une de ces surfaces étant donnée , aucune de 
celles de son espèce ne peut la rencontrer; mais qu'elle est coupée 
par toutes celles d'espèces différentes; d'où l'on peut tirer, comme con- 
séquences, que, des trois moments d'inertie des plans principaux, qui 
répondent à un point quelconque de l'espace pris pour origine, il y en 
a nécessairement un dont la valeur est comprise entre A et Bj un 
autre dont la valeur est entre B et C, et que le troisième surpasse Cj 
et, comme les plans principaux, relatifs à ces moments, sont à angles 
droits les uns sur les autres, et qu'ils touchent respectivement les surfaces 
d'ellipsoïde et celles d'hyperboloïdes à une ou deux nappes, il s'ensuit 
que ces surfaces se coupent à angle droit, ce qui résulte, d'ailleurs, de 
l'observation faite ci-dessus , qu'elles ont même foyer pour leurs sections 
principales. On peut même aisément reconnaître qu'elles se pénètrent 
réciproquement selon leurs lignes de courbure, de telle manière, par 
exemple, que le système de tous les hyperboloïdes, à une nappe, ren- 
contre l'un quelconque des ellipsoïdes selon les lignes d'une de ses cour- 
bures, et le système des hyperboloïdes à deux nappes coupe le même 
ellipsoïde selon le second système de ses ligi^es de courbure; et les tan- 
gentes k ces lignes de courbure sont précisément les axes principaux des 
corps qui répondent au point de l'espace où elles se croisent. 

Telle est la distribution des axes principaux d'un corps autour de 
ceux qui répondent à son centre de gravité; en un point quelconque 
de l'espace, ces axes remarquables ne sont que des cas particuliers de 
certains systèmes d'axes obliques que l'on a nommés conjugués ^ et qui 
les comprennent d'une manière analogue à celle dont les axes prin- 
cipaux rectangulaires des lignes et surfaces du deuxième degré sont 
compris parmi leurs diamètre* conjugués. Les élèves qui voudront 
faire une étude plus approfondie de ces intéressantes théories les trou- 
veront exposées , avec plusieurs des propriétés générales que nous 
venons d'exposer, dans un excellent mémoire de M. Jacques Binet, 
. inséré au tome IX du Journal de l'École Polytechnique. 



3i8 



Dynamique £ l lë m e n t a i r e. 



Considérations particulières tur \ei moments d'inertie prispar rapport aux axes, 

1077. La théorie du mouvement des corps emploie particulièrement 
les momenls d'inertie ^ pris par rapport aux axes, et je vais, en con- 
3éc^uence, présenter aux ^lèves^^s considérations particulières k cette 
pspèce de moments. 

. 1^ positions des différents points matériels m, du corps, ou du' 
système étant détermioées par les coordonnées x^y^ et s et faisant, 
comme à l'article 1064, 

^{mx?) = Aj ^{my>) = B j 2(mz^)=C 
^{mjz) = Dj ^{xz)^Es^{mxj)^F; 
91 on mène par l'origine, un nouvel axe de coordonnées, qu'on suppose 
^tre celui des x,, faisant un angle ff avec le plan vy, et dont la pro- 
jection orthogonale, sjjr ce plan xy , fasse un angle n avec l'axe des a? j 
si, de plus, on pr^nd pour axe des^^^ la perpendiculaire à l'axe des x, 
menée dans le pian xy et pour axe des z^ la perpendiculaire au plan 
.T,j', menée par l'origine des x,y et « ^ il résultera de cette construc- 
tion que les plans des xjr ttx,y, fornfieront entre eux im angle égal 
à 6, et que leur ligne d'intersection formera avec l'axe des 7 un angle 
complément de ïî> et on aura, comme à l'art. 1066, 

.!r/=(ircos. ?7-+\X sin. )î) cos, tf-l-asin.*? 

J'/— ^ co»r 'î'— îP sin, )7 

ç, = «cos.^ — (xcos. »;-(-J'S"'' l)"*^'^ 

et on déduira de ces équations la yaleur suivante du moment d'inertie, 

X \ m {,x,^-\-y^') \, par rapport à l'axe des s,, ou, en général , par 

rapport <) une droite, menée par l'origine, et perpendiculaire à un plan 
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1078. En égalant séparëment à zéro les différentielles de Téqua- 
tion (A/) de l'article précédent, prises, respectivement, par rapport 
à ^ et à 37 , on a les valeure de ces angles ^ et 3? qui donnent la po- 
sition du plan ^,JK/ perpendiculaire à Taxe des z, par rapport auquel 
la différentielle du moment d'inertie est égale à zéro. Le même calcul 
conduirait à ce résultat auquel on est parvenu fort simplement, ar- 
ticle 1067, savoir, que la condition d S \m{<vî^.+j'^^)\ =oj(qui 
équivaut à la condition dZ (/w 2/) = o, ainsi qu'on l'a vu a l'art, cité) 
est satisfaite lorsque chacune des sommes 2{mz,x,), et 2(^mZfj',) 
est égale à zéro. 

Opérant ensuite sur l'équation (M) de l'article précédent, comme 
on a fait sur celle qui donne la valeur de Lj art. 1067, ^" ^^^ son 
équivalente (i), art. 1068, on arriverait à une équation qui ne ren- 
fermerait plus que S \ m(,T^^ +JK/^) } ^^ '^s quanti tés y^^^^ Cj D^ E^F^ 
Mais cette équation peut se déduire immédiatement, et avec facilité, 
de l'équation analogue (6) de l'art. 1068, 

f ^A-L){B-L){C-L) 

[ ^2,DEF 

faisant pour abréger Z \ m (a?,^ +JK/^) I =^^ o^ ^"^^ 

d'où L=^A'\-B'\' C — M^ et l'équation précédente devient, lorsqu'on 
y substitue cette valeur, 

( (Af— jB + c) (M—Â+c) (M— 2+ir) 
(^). ..o=)—D^ (M—J+c)—E^ (M—Â+c)-F^ (M-.2+5) 

(^2DEF 
le moment d'inertie Mj par rapport à l'axe des Zj est donné par les 
moments d'inertie j^df +B j A + Cj B + C pris par rapport aux axes 
des %^j^ et X. 

On trouverait, pour l'équation précédente, trois racines réelles comme 
on les a trouvées pour l'équation (6) de l'art. 1068; et l'existence de 
ces racines réelles, de (//), peut se déduire, immédiatement, de ce 
jui a été dit, art. 1069; on a vu, dans cet article, que la condition 
d S {m z,^) qui équivaut à ^^Z = o, en comportait deux autres, sa- 
/oir, d2 {mj^f,)^=2 et dS (m a:^„) = o, les axes des t,, et desj^,, 
Étant renfermés dans le plan x^y^^ perpendiculaires l'un sur Tautre, et 
se rencontrant à l'origine commune j or ces trois équation3 donnent > 
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parIeufscorMbitMii8on9,rf2;i«(.ir„»+j'„")l=îio,rfZÎBi(aî„'+s,»)|=o, 
^S\m{j;,* +s,^*)^=o, tésûhit .qu'on obtiendrait aussi, art. io65 
et 1067, en ctmsidérant les i**'». membre de ces dernières équations, 
comme les diflÏTenliellestiespectiTes àe i{ — 2!(m3',), fi — 2 (»»/*„)> 
J{--^£{»i.t^f,)j donc lorsque la différentielle du moment d'inertie. . . 
Z j 7»(.r„* +^,,*), pris par rapport k l'axe des i, j est nulle, il eiisip 
deux autres axes , passants par l'origine, perpendiculaires entre eux et k 
l'axe des s , qui jouissent de la mfrme proprièttV 

1079. J'ai désigné, art. 1070, par le nom Ac plans principaux , 
les trois plans par rapport auxquels les dilTérentielles des moments 
d'inertie sont nulles; les axes qui sont les lignes d'intersections de ces 
plans, et qui jouissent de la même propriété relativement aux momenu 
d'inertie ■qm les Concernent, ont été appelés axes principaux. Ainsi, 
pour un point quelconque de l'espace, il y a en général trois droites 
passant par ce point, dont l'une quelconque est perpendiculaire au 
plan renfermant les deux autres, et qui ont, par rapport à un corps de 
position fixe, les propriétés qui constituent des dxes principaux; on 
verra bientôt que dans les cas particuliers ofj le nombre de ces droites 
exctde trois il est infini. 

1080. Pour déduire les positions incomnies des axes principaux, des 
positions connues de trois axes coordonnés il est, en -général, indis- 
pensable de résoudre ulie équation du troisième degré; mais les calculs 
deviennent beaucoup plus faciles lorsqu'un de ces axes principaux est 
donné , et qu'on a , seulement , k déterminer les positions des deux 
autres. 

Tous les points du corps étant étant rapportés aux trois axes de; 
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lésîgnant par t l'angle formé par l'un de ces axes et par l'axe des T,y 
>ar i la tangente de cet angle, donnant, d'ailleurs, à jé,^ B,^ F, y la 
nème signification qu'à l'art. 1069 , on aura par l'élimination de Z, 
?ntre les équations (3) et (4) de l'article cité, les deux valeurs de i 
jui résolvent la question; cette élimination donne 

n"~' F, — 

— :- — / =? cot. / -*- tang, / = 2 cot. 2 A , donc 

(^) «=°«-"-^^ 

Une même tangente appartient toujours à deux angles diflTéranls, 
ept^ eijx, d'une demi -circonférence, et dont, par conséquent, les 
moitiés diffèrent, eptre elles, d'un quart de circonférence; et on voit, 
par là , que l'équation précédente , en donnant la position |de celui 
des deux axes principaux cherchés, qui doit faire l'angle i avec l'axe 
des Xfj, indique en même temps l'existenpe d'un aptre jaxe principal , 
coupant le premier à angle droit. 

IQ8r. On peut faire snbir à l'équation (5) de l'art, 1069, 

une transformation analogue à celle qu'a éprouvée l'équation (6) de 
l'art. 1068, pour devenir l'équation (^) de l'arf. iQ78;par cette trans* 
formation l'équation (5), art. 1069, au lieu île donner la valeur du 
Qioment d'inertie Z,^ ou 2?(ma?„*), pris par rapport au planj^„J5^^ 
perpendiculaire à l'axe des q?„^ donnera le moment d'inertie •,.• ^ 
5 { ^{jXii^ + ^/*) I P"s par rapport à cet axe des a?,,. 

Faisant Z \fn(jr„^ +«/*){ =Mfj on aura M,+L,=:j4,'+B,+C^j 
équation qui dérive de <r,* + y,* +z^* = a?„* +j^„* + «,*^ d'où 

et sul^ituant cette valeur dans l'équation (5) de l'jirt. 1069, aprt» 
ay.oir fait^ 

4i + C,^fif\ B, + C,=[A„ 
cetjte équation 3e chongera en * 



M,= ^^"^^^^■■±l/(g^^)'-t"^ 



4^ 
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Ift ft„ sont, res^tiyepteBt» le* Momtota d'inertie par nppprt k taxe 
4c8 X, et ifi^^,i e* Wi peut k /t,, — [W, sulxticurr k Affhwnce ^oi- 
valeo^e Bf—J^ . 

On seFaàt parveau: à k même ^uatioo, si au lie» de eliercherb 
valeur de^| m(_j'„*+2,*)i <m eût cherché ceUede^{«fv„*+V)i. 
c'est-i-dire, le moment d'ioertiç par rapport à Taxe àç jr„j les deui 
moments sont donnes par les rteines réelles. de l'équation {ft') qui a, 
avec l'équation {ft ) de l'art. 1078 , les mêmes relations qui lient l'équa- 
tion (5) de l'art. 1069 avec l'équation (6) de l'art. 1068. 

Quant H la tangente / de l'angle t sa valeur et ta forme de son ex- 
pression restent les mêmes qu'à l'hrticle précédent. 

108s. l'hypothèse de l'égaillé, des deux racine» de l'équation (/'}de 
l'arlicle précédent» ou. de L'égalité des moments d'inertie pris par 
rapport aux axes des x„ et des y„ , donne 

TEEEvTf,-=o 

et les dfux qfiarrés qui se trouveqt sous le radical étant essentiellement 
positifs, cette équation ne peut être satisfaite que par leS'ValeursJ''^o 
et ^,:=^,,.cette dernière égalité étant équivalente à ^)i=B-,. {]!» va- 
leurs substituées dans l'équation (/a') de l'article précédent et dans les 
équations (5.) et (4) de l'art. 1069, donnent 

D'où on conclut que. lorsque deux, axes principaux, qui se' coupent m 
un point désigné para^ ou deiix plans principaux dbnt la ligne d'in- 
tersection est désirée par À, tmt leurs moments d'inertie égaux, les 



VC 
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io83. On a vu, à l'article cité, qu'en supposant que les plans xy^ 
œz^yzy étaient principaux , et en désignant , par K^ le moment d'inertie 
pris relativement à un plan quelconque, faisant avec les plans ^ç%yz, 
des xz et des xy^ les angles respectifs a, ^i y> on avait l'équation. 

X = -^cos.* a + -flcos.* ^+ (7cos.* y. 

A y B et C représentant les quantités Z {m.T^)y 2 {^rnj^)^ Z (mz^)^ 
c'est-à-dire les moments d'inertie par rapport aux plans principaux. 
Si on retranche le premier membre de A-\'B-\-C et le deuxième 

de Ç^A-^-B-^-C) (cos.^a + cos.* ^-j- ^S'^y)» ^^ q"* ne change pas 
Tégalîté des deux membres ^^ vu que (cos.* a-|*cos.*^-|-cos.^y)Œ= i ; 
on aura, en faisant A-^B-^-C — K=N 

(^). . . . N=^{B + C) cos.^a + (J + C) co8.a^+ (A + B) cos.^y, 

iV est la valeur du moment d'inertie par rapport, à un axe perpendi- 
culaire au plan qui forme les angles a^ S ,y avec les plans principaux 
Aç% yzy xz tX. xy^ et cet axe forme, par conséquent, les mêmes 
angles avec les axes des x^ desj^ et des z^ respectivement perpendi- 
culaires aux plans j^ a ^ xz et xy. De plus B^f-C^ A-^-Cj et A + B 
sont les moments d'inertie respectifs, pris par rapport aux axes des x, 
des^ et des zs donc le moment d'inertie, par rapport à une droite 
quelconque passant par l'origine, se compose des produits des moments 
d'inertie pris par rapport à chacun des axes coordonnés (lorsque ces 
axes sont principaux) par les quarrés des cosinus des angles respectifs 
que chacun de ces axes fait avec la droite passant par l'origine. 

1084. Les axes coordonnés continuant à être des axes principaux, 
si les trois moments 4'inertie par rapport à ces axes sont égaux entre 
eux , on aura 

A-^B=A^C=B-\^C 

ce qui suppose A = Bz=Cj et la valeur de N^ déduite d'après cette 

hypothèse, de l'équation ^ de l'article précédent sera. ...«•.. 

iV:=2-^(cos.*a-l-cos.*^-|-cos.*y) = 2-^ puisque cos.*a+cos.*^+ 
cos.^y = I ; d'où on conclut que lorsque les moments d'inertie, pris par 
rapport aux trois axes principaux rectangulaires, sont égaux entre eux , 
la valeur commune de ces moments est celle du moment d'inertie pris 
par rapport à toute droite qui passe par le point unique où les trois 
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axes priRcipauz sont censés se couper; tout axe mené par ce point, est 

un axe'principil. 

La mfinepropriété a lieu pour les plans principaux, on a,art.i07i, 
par la condition de ji=B=Cj K^=A (cos.*(Z + co8.*tf+cos.»y)^^. 
Le moment d'inertie, par rapport & tout plan passant par l'origine, a 
une valeur constante. 

id85. Je terminerai ce chapitre par l'analyse d'un problème irèS' 
curieux, sur les moments d'Inertie, dont MM. Poisson et Jacques Binet 
ont trouvé, en même temps , la solution. Il s'agit de déterminer les 
points d'un corps , si toutes fois il en existe , par rapport auxquels les 
trois moments d'inertie principaux, et, par conséquent, tous les mo- 
ments d'inertie soient égaux. 

Soit m l'élément de masse, et supposons que les axes des coordonnées 
x^j et z, qui déterminent sa positioA, soient des axes principaux, dont 
l'intersection commune se trouve au centre de gravité; on a, d'après 
ces deux conditions, 

S{xm) = o\ S{y in)=:o\ ^(5/»)=:0 

Koprésentons les moments d'inertie respectifs, pris relativement aux 
axes des x, y et s, par 

désignons par ^, ri et ^, les coordonnées inconnues d'un des points de- 
mandés , rapportées aux axes des x jy et ij de manière qu'on ait, pour 
ce point demandé. 

Transportons l'origine à ce même point , sans changer la direction des 
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et, en vertu des J)ropriétés du centre de gravité et des axes principaux, 
ces équations se réduisent à 

^riM^o; ^C^=o; >2^Af=o, 
en désignant par M la masse entière du corps. 

Or, pour satisfaire à ces trois dernières équations, il est nécessaire 
que deux des trois quantités ^, 37 et ^soient nulles; si donc le point 
demandé existe, il ne peut se trouver qup sur Pun des axes des coor- 
données ccjj'j z. Je fais 37 = et ^'=0 et je laisse ^ indéterminé, ce 
qui revient à supposer le point demandé sur Taxe des x^ à une distance 
37 de l'origine ou du centre de gravité. Alors les moments d*inertie du 
corps, relatifs à ce point, seront a^ par rapport à Taxe des x^ et, 
art. 1061 , b + M ^^ et c + M^^ par rapport aux axes parallèles à ceux 
des^ et des z. On aura donc, d*après les conditions du problême, 

a=ib + M$^ = c+ M^^ 

maïs, pour que ces équations soient possibles, il faut qu'on ait b^=^Cj 
ef Tégalité de ces deux quantités donne 

a — c 
^' = -M- 

Il faudra donc encore que /z>c afin que la quantité ^ soit réelle; cela 
étant, on aura, pour ^, deux valeurs réelles égales et de signes con- 
traires, savoir; 



= j/^«;,=-^ 



M 

Par conséquent il existera deux points qui auront la propriété demandée, 
et qui seront situés sur l'axe des x^ à égales distances de part et d'autre 
du centre de gravité. 

1086. On déduit de cette analyse les conséquences suivantes ; 

I®. Quand les trois moments d'inertie a^ b^ Cj relatifs aux axes prin- 
cipaux qui se coupent au centre de gravité d'un corps, sont inégaux, 
il n'existe aucun point par rapport auquel les moments d'inertie de ce 
corps soient tous égaux. 

i®. Si deux des trois moments a^ bjC sont égaux, et que le mo- 
ment inégal soit le plus grand des trois, il existe deux points par 
rapport auxquels tous les moments d'inertie sont égaux, ces points sont 
situés sur l'axe principal qui se rapporte au plus grand des trois moments 



346 Dynamique ^léxentaike. - 

a, kf c ei sfyit pUc^ sytnéf,nifieweta <le part et d'wUrc du coitre de 

gravité. 

3*>. Lorsque les trois momeQU a, b, c sont égaux , il n'y a pas 
d'autre point que le centre de gr«vitç par rapport auquel tous les 
niQineiMïi d'ip^rtiç soient égaux. 

Fonpiilet pour U ç^cul dei momenta d'inerlie de difierfntt corf >• 

1087. Les solides de révolution sont ceux qui se présentent le plus 
fréquemment dans les applications qu'on a à faire des formules d» 
moments d'inertie; et, en conséquence, je vais les donner pour exemple 
de ces applications. 
Fig. ii.noMeta. goit DKE,xfi. i, la courbe génératrice d'un solide homogène de 
révolution, kt droite A F l'axe de ce solide; et QRSTj n". 2, 
sa section faite par un plan perpendiculaire k j4F et passant par le 
point P. Concevons une autre sectictfi, &ite parallèlement k la pre- 
mière, à une distance infiniment petite FP'j ces deux sections com- 
prendront , entre elles , une tranche élémentaire du solide « dont le 
cercle ÇUST sera la base, et PP^ l'épaisseur. 

Supposons que le centre de gravité de ta partie du solide, comprise 
entre les sections perpendiculaires à AF^ faites aux points A e\. B , 
Boit en /, élevons les perpendiculaires ADj IK, P R, P* F! ^ et BC 
sur ABi soient, dans la section, xfi. a, les diamètres QS et 77Ï per- 
pendiculaires l'un sur l'autre; menons les rayons PFet. P/if formant, 
entre eux, un angle infiniment petit, traçons dans cet angle les deux 
arcs Nn et JV«'_, concentriques à VW} et, du centre du trapèze 
élémentaire JVn n' N' , abaissons la perpendiculaii-e gM sur le dia 
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io88« ÏVaprès l'état des choses qti*dtt vî^rit d'exposer, le trapèse 
Nn nf N' est la base d^un ptidAie élémentaire, dont PP^ est la hauteur 
et doni le yo\ume^=^ dr.rd^.d^=^m s et puisque la densitésti , ce 
vchinAC représentera la messe du prisme élénientairè. 

Les théorèmes connus sur la cubature des solides de révolution et 
sur les centres de gravité, foufniësént les équations, 

d'où on conclut 

/{yi^^Vi ^^/{^i^ è^^) sont les intégrales définies prises dans l'étendue 
entiërle dé M. 

La génération du solide donne /'(m^^) =/'{mz^) et, faisant, 
comme à l'article 1064, ^=/'(mx^)fOnaursiB==/(mjr^=J^(mz^). 

Cherchant d'abord la valeur de ^4^ on SLj*(mx^) = 

é 

L'intégrale prise, d'abord , par rapport à ^, depuis^=o jusqu'à ^=2^, 
(on désigne j par ^, la demi -circonférence dont- le rayori=i) a pour 

valeur 2 ^//\ {^—f)^ rdrd^ \ 

elle se rapporte à un anneau circulaire dont lë raydti = ty là largeur 
dans le sens du rayon =±i/>-^ et l'épaisseur dans le sens dé' Taxé ^=:^^. 

Intégrant, ensuite, par rapport à r, oii a^ pour là valeur indéfinie 
de cette deuxième intégrale, ^f\ iX^-^fY f^ d^\ et, pour sa valeur 
définie depuis /•=o, jusqu'à r=37 ^f\ (^"~jO*^^^<^ l 

Cette intégrale s'applique à une tranche élémentaire du- solide com-i 
prise entre deux plans perpendiculaires à l'axe, et coupant cet axe en 
deux points infiniment près l'un de l'autre ; on a donc 

^="-S\ {S-f)'ri»d^\=n-\fY(ti*ds)-i/A^çdS) +Ayi*^'d^) I 

équation qui , combinée avec les équations ( i )', devient 

Cherchant ensuite la valeur de J?^ on a !•..... 

B=f{mjr^)=/^(rdrd^d^.f*cos.^.^). pour intégrer par rapport 
à <p, on observera que/^/^ cos.^ ^=fd^ (v+fcos. 2^)=7^ + ^sin*2^ 
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pt cette intégrale* prise, depuis ^,^0 jusqu'à ^^a;r, 8ç réduit h «, 
^ cause de si>.\(4 <r)=p, on a donc B-^'iiffi.'^drdS) i intégrant 
par rapport à r, et prenant Tintégrale depuis r:=o jusqu'à r^^n* on a 
B—^jr/{r:AdÇ), ou en multipliant par Jlf et divisant par la valeur 
fr/r,'dS,di: M, 

m R-c— ii^Ziïî^ 

'^^ ^-^ — TTWfT 

Toutes les expressions qui ne renferment plus que >!, f et rf^ sont 
intégrablcs, ou immédiatement, ou par les quadratures, parce que^ 
et ri étant les coordonnées de la courbe génératrice^ ri est une fonction 
de f donnée par l'équation de cette courbe. 

1089. D'après ces valeurs on a l'expression du moment d'inertiç 
par rapport k l'axe éfia x, ou à l'axe de révolution , 

Et l'expressjqn du momçnt d'inertie, par rapport à une des droitesiA 
perpendiculaires à l'axe de révolution , et passant par le centre de gra- 

vit...+.,.j/^iiii-HL_^; 

1.6 moment d'inertie par rapport à l'axe ID perpendicuUiîre à l'axe 
dp rotation, et passait paç l'origii^ Aj se, trouve, art. lOÔE.en ajou- 
tant au moment d'inerde pris par rapport à/Kj ç'est-i-direA A-^B, 
le produit.M/'* de ta masse M. par le quarré de la distance entre les 
deux axes. Dn a donc 

moment d'inertie par rapport à AD^ ■'^ ^^ ■ '^^ ' — ^ 
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Cette quaritilé augmentée Jde Ma^ Idonne , art. 1061 , le moment 
d'inertie par rapport à un diamètre quelconque d'une des bases du cy- 
lindre, moment qui , par conséquent , a pour valeur M (|^^^+ 76'*) 

La masse M du cylindre, proportionnelle k son volume, peut être, 
dans l'usagée, représentée ou par ce volume, ou par le poids du corps. 

En faisant, dans ces formules, c = o , on a le moment d'inertie 
d'une ligne droite matérielle, ou d'un fil rectiligne homogène, dont la' 
longueur = ^/2 , par rapport à un ^xe qui lui serait perpendiculaire, 

ijioment égal à ^ ou i j Ma^ suivant que l'^xe coupe la ligne 

o 

au milieu ou à une des extrémités de sa longueur. 

M repréeente la masse du fil , proportionnelle à sa longueur , qui 
dans l'usage |)eut être représentée, ou par cette longueur, ou p^r le 
poids àxi corps. 

Pour avoir le moment d'inertie d'un disque très-mince, oiJ d'un plan 
matériel circulaire et homogène , dont la masse itf, proportionnelle à- 
la surface , peut être représentée dans l'usage , ou par cette surface , 
pu par le poid^ du corps ^ il fagt faire /z =^ p dai)s )e3 valeurs précé - 
dentés, et qji .a 

Moment d'inertie par rapport \x. un axe perpendiculaire au plan du 
cercle et passant par son centre =7Mcc. 

Moment d'inertie par rapport \ un diamètre =F='JAfc^, 

1091. Soit un cône droit à base circulaire; prenons l'origine de '^ 
au sommet, a, étant la hauteur du cône, l'origine des x 3era, art. 821 
et 822, à une distance = -|/z de l'origine des ^. On ^urA, en désignant 
Je rayon dp la bage par c , 

a 
et par les formules générales des art. 1088 et 1089, on ^ d'abord le 
moment d'inertie, par rapport à l'axe du cône, 

— - / <?^«(? 1 L'intégrale étant 



^ A*^^ i jusqu'à ^ = /> 



#t pour avoir ensuite le moment d'inertie par rapJ3ort au diamètre de 
l 42 
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là jKtitîiMi , parbltèk k la htee , faite par k centre de gravie > on com- 



mencera par calculer ji = M 






Les intt-grales étant prises idepuis ^±= o jusqu'à £3= a^ et on aura le mo- 
m^t d'inertie cherché^=i ^ +£=^J/((i> + 4^') 

Le moment d'inertie par rapport à un diamètre de la base, se trouve 
par le théorème de, l'art. 1061 , en ajoutant tj ^ a* au résultat qu'on 
vient de trouver. 

1092. Enfin'soît une sphère dont le rayon=(Sij on aura 

prenant les intégrales depuis f =0 jusqu'à ^^s.a, on trouve 

Le moment d'ihertie par rapport à un diamètre quelconque ^anl 
double de la valeur de Bj a, par conséquent, pour valeur} Jlf«". 

1093. La détermination du moment d'inertie d'une portion de cône 
droit dont les deux bases sont perpendiculaires sur l'axe, dNin secteur 
ou d'un segment sphérique , etc. s'obtient par l'emploi coiwenable 
des Valeurs qui appartiennent aux limites des intégrale^, fait de ma- 
niète à obtenir exactement les expressions définies de cM intégrales , 
depuis une certaine valeur déterminée de ^ jusqu'à une autre valeur 
déterminée de la même variable. 11 n'y a rien d'ailleurs à changer aux 
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forme quelccuique» assujetti à totiriter autour d'ao. oie Tue boriz mtal , 
que je désigne par le nom é^mxe da suspetêsiau^ Les phcnomèoe^ du 
mouvement de ce pendule offrent un sujet de recherches important et 
curieux, et un premier exemple, fort instructif, de Tapplication des 
formules du mouvement de rotation d'un corps j^ en ayant égard à 
VéHndue et \^ figura. 

1096. Je mène, par le centre de gravite du corps» une droite per- 
pendiculaire à Taxe de suspension , droite que j'appelle ligne des 
centres y et je désigne, par ^, l'aftgle que cette ligne des centres fait 
au bout du temps l, avec le plan vertical passant par Taxe de suspension, 
angle qui peut représenter l'inclinaison générale du corps. 

Soient, de plus, a la distance du centre de gravité du corps à Taxe 
de suspension , ou le rayon du cercle que décrit ce centre pendant son 
mouvement, ifef la masse du: corps, et Mh?' le moment d'inertie de ce 
corps par rapport à un axe parallèle à l'axe de suspension,, et passant 
par le centre de gravité, le moment d'inertie par rapport à l'axe de 
suspension sera, art. io6i,égal a M {^a^J^h^^. 

JJ faut encore, pour avoir l'expression de la force accélératrice angu- 
laire, au bout du temps t ^ trouver la somme des moments, par rapport 
à Taxe de suspension , de toutes les ptHssances qui agissent snr M} or la 
pesanteur, qui, seule, agit sur ce corps, imprime à chaque molécule m, 
une force motrice gni ( en désignant par g la force accélératrice due 
a la pesanteur) dont le moment par rapport à Taxe de suspension, est, 
au bout du temps /^ égal au produit gm^ par la distance horizontale 
de m au plan vertical passant par Paxe de suspension. Cette distance 
étant représentée par 4^, on a, art. a73,Z(^'w) = ilf/zsîu.^, en faisant 
attention que a siti. 6 est, au bout du temps /^ la distance du centre 
de gravité de i^f au plan verticat passant par Taxe de suspension. 

Ces déterminations fournissent, art. loSç, IVquation 

. . d^ ag%\v\,& 

^ ' dt a^ ^ Hz 

y étant la vitesse angulaire, ou la vitesse d'un des points placés a 
Kynité de dislance de l'axe de suspension. 

Multipliant le premier membre de cette équatfon par VJ et reJeuxîènac 

dâ 
membre parla valeur — — de y, faisant attention querf^et éft doivent 
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avoir des signes contraires , ,{iarceque ^ dimioue' pendant que / aog- 
mente, et intégrant» après avoir mulUfdié, de part et d'au)re, par dt, 

on a tX" = —5 ; u C. 

■ «* + *• 

Pour déterminer la constante, il faut d'abord faire une hypothèse 

sur la vitesse initiale, et je la supposerai nulle; désignant, ensuite, 

par/^ la valeur initiale de 0, on aura, au premier instant du mouvement, 

/=o, « = o, et ^=A d'oJi C= — "^''"'•■^ , et 

(^) S=;^^(co3.^-co3./) 

Désignant par >2 la hauteur verticale dont le centre de gravité est 

descendu, lorsque la ligne des centres a décrit l'angle ^, on a 

■)j = a{cos. — cos.jT) et l'ëquation précédente devient 

(^)- ^=^TW 

Si on fait dans l'équation (a), A = o, on retrouve l'éqnation (a)' de 
l'art. 961 donnant la vitesse angulaire du pendule simple. La raison 
de cette identité est que l'hypothèse de ^ = 0, réduit la masseJ3f, 
qui n'est pas supposée nulle, à n'être qu'un point matériel. 

1097* Pour peu qu'on ait présente à la mémoire la tht'-orie du pen- 
dule simple , dont je viens de parler , on conçoit aisément que les 
différents points matériels du corps M, qui , en verlu de leurs liaisons 
réciproques, ont une vitesse angulaire commune, tendent, Ji raison de 
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de l'axe de suspension , n pourra être tel qu'on ait 

^ — > — ^^, ou '. — > I , et, au bout du temps /, la vitesse 

angulaire de il/ surpassera celle qu'aurait ce dernier point, dans le cas 
où, séparé de Mj et assujetti aux mêmes conditions initiales, il se mou- 
verait, comme pendule simple. Ainsi en considérant toujours, sur la 
ligne des centres , afin de fixer les idées , la suite des points matériels 
qui s'y trouvent, on voit que ces points sont en partie retardés, et en 
partie accélérés, dans leurs mouvements; la série de ceux qui sont re- 
tardés, ^tant du côté de l'axe de suspension par rapport à la série de 
ceux qui sont accélérés ; ce sont des compensations de mouvements 
perdus et gagnés, opérées dans le système, par la liaison des points 
matériels qui le composent , et il est naturel de penser que sur une 
droite quelconque, partant de l'axe de suspension , il y a, à la sépa- 
ration des deux séries de points retardés et de points acîcélérés, un 
point qui se meut comme s'il était séparé de tous les autres et assujetti 
à tourner seul autour de l'axe de suspension en conservant sa distance 

k cet axe. 

1098. Cherchons sur la ligne des centres la position du point jouis- 
sant de la propriété dont nous venons de parler, c'est-à-dire, cherchons 
la position du point de cette ligne des centres qui se meut autour de 
Taxe de suspension , comme s'il ne tenait pas aux autres points du corpis, 
et qu'il fut simplement lié à l'axe ; en désignant , par À , la dis - 
tance de ce point à l'axe de suspension^ on aura, art. 961 , d'après 

la condition que nous venons d'énoncer, la valeur 1/ -â(cos.^ — cos.y} 

de la vitesse angulaire de ce point, au bout du temps Ij mais puisque 
le même point fait partie du corps Jlf^ il a la vitesse angulaire 

1/ ^L^ — (cos.tf — cos.y*) , commune à tous les points du corp, 

ce qui fournit l'équation 

de laquelle on conclut 
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(A)....-..^- \x = a + ±- 

1099. Le point de la ligne des centres que nous venons de déter- 
oùoerMet qui se trouve à uae distance a+ ->— de l'axe desuspeasion» 

s'appeHe centra tPoseiltmtian i il est pk» abùssé de ta quantité-—— , 

que le centre de gravité, et on -voit que longueur a-\ est celle 

du pendde simple qui serait .vynchron» au peodule composé , en 
tupposaM l'un et l'autre pendule assujetti aux mêmes conditions 
ioiliales. 

Proptiétct «t D*ag«i du pcodnle composé ; appareil nouveau pour metorer U 
longueur du pendule (impie qui bat lei teconde*. 

' xeoOk J'ai dit , art. ^09^ , qu'il se faisait , date le mouvemeat dn 
pendule composé , une compensation de mouvements ga^^D^'^ et de 
mtouvemeats perdus.; ùaci„ lonque le pendule a décm un certain 
aagjhï, une moiéculft qu^C(HU)ue «^ descendue- de la hauteur A, et , qui, 
«ans. SOU: état de liai$on avec le cocps., gagnerait» par cette descente, 
une quaalUé de mouvemeat m \^%gh, en aura use effective pi» 
graoda qw plus petitt^ q()è m l<^> siùvant la pesitisn de mi mais U 
compensation ne seia pat telle cpie la somme des ^lontkés Je «•»/«- 
vtment gagnées dans l'étendue enti^re du corps , soit égale à la somme 
drs qxianiilcs de mouyement perdues. En cflrt , lorsque la ligne des 
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dule composé, une ligne droite matérrelle^ et homogène, perpendi- 
culaire à l'axe de suspension, les longueurs des dîflerentes parties de 
cette ligne pourront représenter leurs masses, et^ étant la distance de 
l'élément de masse dç , à l'axe de suspension , on aura , en désignant la 

longueur totale du pendule par r^ «* + /'^ = *^^ - " = jA*, l'inté- 
grale étant prise dans l'étendue entière de r} l'intégrale ^{^p)^ prise 
dans la môme étendue, est j-r*, et la somme des quantités de mou- 
vement effectives, lorsque le centre de gravité est descendu de la hau- 




■ ; ^" 1 .——ou r|/ -7-^>?; dun autre cote, on 'a 



2 



(l'intégrale étant prise dans l'étendue entière du corps) valeur qui se 

réduit I ry^gn , vu que a-=\r. Le rapport -^ — î>-^ ^e réduit à 

\l^ = l/^jTj quantité plus petite que l'unité, ainsi la somme des 
i/uantités de mouvement simples , perdues , excède la somme des 
quantités de mouvement gagnées^ la compensation, à cet égard, n'est 
pas complète. 

iioi. Il n'en sera pas de même si on substitue à la somme des 
i/uantilés de moui^ement simples ^(/wl^i^) que les molécules m 
gagneraient, en descendant librement des hauteurs A^ la somme des 
forces yhes ^ S(2gm/i) qui seraient engendrées par les mêmes des- 
centes libres; cette dernière somme est égale à la somme àes forces 
^ives effectives , en sorte qu'à cet égard la compensation des pertes 
et des gains est exacte dans tout le système. En effet, on a, par la 
propriété du centré de gravité, Z {^gmh) ou 2g S(mh)':^s,gM7if 
et, d'une autre part, la somme des forces vives effectives a, pour valeur, 

Xi^^mp'^ ) = — ^ ^^v^ 2? (m f)») , quantité qui se réduit à 2Mgn, 

€L -y* H. 

en substituant à S{m()^) sa valeur M{a^ -f ^*),et qui est. identique 
avec la première. 
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1 102. Une autre propriété du pendule composé est ta réciprocité de 

l'aie de de suspeosion et d'un aze qui lui serait parallèle, et qui pas- 

serait par le centre d'oscillation, c'est-à-dire, t't-galité des longueurs 

des pendules synchrones, lorsqu'on emploie l'axe de suspension dans la 

position qui lui a été assignée ci-dessus, ou lorsqu'on lui substitue 

un axe passant par le centre d'oscillation , les deux axes étant suppost-s 

parallèles et cornpris dans le plan qui renferme le premier axe et le 

centre de gravité; pour démontrer cette réciprocité } il faut adapter 

A' 
l'expression a -f de la longueur du pendule synchrone , qui a 

lieu lorsque l'axe de suspension est à la distance a du centre de gra- 
vité, au cas oii cette distance serait celle du centre de gravité au centre 
d'oscillation et deviendrait, par conséquent , , , , 

A* A' , . 1 A" , , A* 

/ï+ — — a, ou ; substituant donc a a_, dans a ■\ , 

a a » a 

, , A* , ak^ /(' 

cette expression devient tt— = -(- («j* ainsi une mt-riic 

^ a ' k^ a 

longueur^., de pendule synchrone, convient et à l'axe placé à une 
distance a du centre de gravité, et à une autre axe placé à une dis- 
tance X — a de ce centre, parallèle au premier, et gîtué avec lui daiiï 
un plan passant par le centre de gravité. 

iio3. Un 9xe situé dans le même plan que les axes réciproques 
dont je viens de parler, qui leur serait parallèle, et qui traverserait le 
corps , du côté opposé à celui de l'axe primitif de suspension, par 
mpport ;iii centre de gravité, à la distance a de ce centre, serait évi- 
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de gravité, prenons cette ligne pour axe de deux surfaces cylindriques, 

k bases circulaires, dont Tune aurait aj et l'autre ■ pour rayons, 

chacune des génératrices de ces deux surfaces, employée comme axe 
de suspension, répondra, d*après ce <jui précède, à une même longueur 

a H du pendule synchrone, 

i 104. Voici des propriétés encore plus générales. Soient a , ^ et y 
)es angles formés par la droite , parallèle à Taxe de suspension qui 
passe par le centre de gravité, et par les axes principaux du çurps, rap- 
portés au même centre, et soient de plus cJ ^isJ' et »'' les moments 
d'inertie respectifs par rapport à chacun de ces axes, on aura, art. 1972 , 

Mk^ = (sf C09. çL + û?"cos. S + fo'"cos.y 
ce qui change l'équation ^ = /i + ^. — , ei> 



aM 

les quantités cJ ^ œ" , eof" et Af ont des valeurs dépendantes uniquement 

delà constitution du corps, et les quantités Xy a^ a^y If et y sont seules 

susceptibles de changement; on a, entre les trois dernières, la relation 
cos.^ a + cos.^ ^+ cos ^ y= i .Or, quelle que soit la position, par rapport au 

corps, de la ligne passant par le centre de gravité et parallèle à l'axe de susr 
pension, si cette position est donnée, on aura une longueur ^ du pendule 
synchrone, pareillement donnée, en déterminant a par Téquation 
(i»'cos. a+ o^cos.tf + o''' cos.y) : M — ^^+^*=o. 11 y a donc 
une infinité de surfaces cylindriques, de différents rayons, dont tous 
les axes se coupent au centre de gravité, et dont toutes les génératrices 
peuvent être des axes de suspension correspondants à une même lon- 
gueur de pendule synchrone. {V^oyei^y sur cette matière, un Mérpoire 
de M. Biot, publié dans le XIII« cahier du Journal de l'École Poly- 
technique.) 

iio5. On peut se demander sous quelles conditions la longueur du 
pendule synchrone sera un /7i//i//7i2£/n, en supposant , pour fixer les 
îd^s, que les oscillations de ce pendule sont très -petites, ou que leurs 
I 43 
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duréesne dépendent pas de leurs amplitudes, a, a, Set y étant Considérée» 
comme les variables; l'existence du minimum, par rapport h a, est maoï- 
fèste puisque ^ = 3o,soitqu'on fasses = o, soit qu'on fasses ^»3;ensaite 
soit a' la plus petite des quantités a^ , g>" et o'", le minimum du a"*, 
membre de l'équation (/) de l'article précédent, considéré par rapport 
aux variables a, ^et y, et dans l'hypothèse de a constant, sera immédiate- 
ment obtenu en faisant a=-o, ir=ijr, y = Y^> et ce *™"- membre 

deviendra, par la substitution de ces valeurs, a + — rr- i il ne restera 
'^ aM 

donc plus qu'à égaler à zéro la différentielie de cette expression, prise 

/M 



a* M' 



-Vi- 



par rapport à a, ce qui donnera' i — 

Ainsi l'axe de suspension, qui jouit de la propriété cherchée, est pa- 
rallèle k celui des axes principaux, passant par le centre de gravité, 
auquel se rapporte te plus petit moment d'inertie, et la distance entre 



i deux axes est égale à 1/ — -— . 
Y ^ 



iioâ. Je vafs, maintenant, démontrer la formule que j'ai donnée, 
art. io56, pour déterminer le moment d'inertie rapporté à un axe 
passant par le centre de gravité, lorsqu'on connaît, par l'observation, 
le nombre d'oscillations, très-petites, que fait le corps, dans un temps 
donné, autour d'un axe horizontal parallèle à celui dont je viens de 
parler, et qu'on a mesuré la distance a eutre les deux axes. Soit n le 
nombre d'oscillations pendant le temps r, la durée d'une oscillation 
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Je la longueur du pendule simple/ qui bat les secondes, ( les 86400^^ 
ou les 1 00000®* du jour moyen) fut un des objets de détermination 
qu'on eut particulièrement en vue; je conçus, à cette époque, Tidée 
de substituer, au petit corps, suspendu à un fil , dont on se servait pour les 
expériences relatives à cette détermination, un corps solide de grandeur 
«t de figure arbitraires, c'est-à-dire, d'employer le pendule composé 
au lieu du pendule simple. Cette préférence avait, pour motifs princi- 
paux, la solidité de l'appareil, la possibilité de le transporter, au loin, sans 
qu'il subisse la moindre altération, de l'employer, par conséquent, à ré- 
péter les expériences à différentes latitudes, et, sur-tout, enfin^ l'excès 
très- considérable de la durée du mouvement d'un grand corps solide, 
mis en oscillation, sur la durée du mouvement oscillatoire d'une petite 
sphère attachée à un fil. J'ai éprouvé qu'un pendule composé y du 
poids de dix à douze kilogrammes, et d'environ un mètre de longueur, 
pouvait , la suspension étant faite avec beaucoup de soin , osciller 
pendant le temps qui s'écoule entre deux passages consécutifs d'un 
astre par le même méridien, ou pendant un jour sydéral, ce qui est 
une propriété fort importante dans ce genre de recherches. 

Pour arriver au degré de précision que je voulais obtenir, il était 
nécessaire de rendre les mesures et les calculs indépendants de la connais- 
sance, a/^r/ori^ tant de la position du centre de gravité, que delà valeur du 
moment d'inertie et de celle de la force accélératrice due à la pesanteur, 
de manière que toutes les données nécessaires pour arriver au résultat, 
pussent être obtenues par des mesures de distances entre des points du 
corps, extérieurs et apparents, par les observations des amplitudes des 
oscillations et de leurs nombres pendant des temps doptiés ; j'y suis 
parvenu en adaptant, au corps, trois axes de suspension parallèles entre 
eux, et placés de manière que, lorsque ce corps était, dans l'état d'é- 
quilibre , retenu par l'un des axes , ils fussent tous trois dans le même 
plan vertical. 

1108. Supposons, pour fixer les idées, que la même extrémilé du 
corps soit constamment l'extrémité inférieure lorsque le corps est sus- 
pendu à l'un quelconque de ises axes, nommons ^, et ^,,1 respectivement, 
les distances de l'axe supérieur à l'axe moyen et à l'axe inférieur, dis- 
tances qui peuvent se mesurer avec la plus parfaite exactitude, 2 la 
distapce inconnue de l'axe supérieur au cerjtre de gravité,^ le moment 
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d'inertie par rapportàladroitehorizoDtalem«iiée,par ce centre^parâllélc^ 

ment aux axes, et^la force accélératrice dueàla pesanteur, laqpelle force 

estcensée unedés inconnues du prob1éine;détermiDaDtf par observation, 

les temps correspondants à des nombres donnés d'oscillations sur chaque 

axe, on connaîtra pour les axes supérieur, moyen et inférieur, respective- 

meot,le3quantitésn,',n„*etn„,*,dont chacune représente unequantitén 

T* ■ - ■ 

de la forme ^r^ dans laquelle T est le temps employé à- fure un 

nombre TV d'oscillations (on suppose que, par les méthodes connues, 
on a déduit, des observations des oscillations d'amplitudes finies, tes 
quantités relatives aux oscillations infiniment petites) et ^ la demi- 
circonférence dont le rayon ^ i . Le produit, par g, de chacune de ces 
quantités, représente, ait. 964,1a longueur d'un des pendules simples 
synchrones aux trois pendules composés ainsi formés avec le même 
corps, et on a. 



(0- 



*«»/=* + - 



gn»„=z — ^, + - 



, pour l'axe supérieur 

, pour l'axe moyen 



gn^ 



,, = i — Ç„-\- -^--, pour l'axe inférieur 



équations desquelles on déduit la suivante, 

-Mî,'»/-J»'»,« + !'f,f„''„l } =0 (») 
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et on aura i^*. toutes les données nécessaires pour déterminer les longueurs 

4-i--| >* — ^/H >, , et «-^^„H ^-— des pendules simples 

synchrones aux trois pendules composés dont un même corps tient lieu, en 
oscillant sur chacun de ses trois axes ; 2^. La valeur de la force accélératrice 
^de la pesanteur, ce qui peut fournir une vérification curieuse et im^ 
portante des anciens résultats connus sur cette valeur; il est hors de 
doute qu'avec un pendule dont le mouvement peut durer 24 heures ^ 
au moins, ces diverses déterminations doivent être très- précises. 

Connaissant, par l'observation , la durée ^r/z,, ^/7,,, ou ^/2„, d'une 
oscillation d*un des trois pendules simples synchrones dont on vient de 
déterminer les Iqngueurs, en fraction ou de jour sydéral ou de jour moyen , 
on en conclura aisément, art. 964, la longueur du pendule simple syn- 
chrone qui bat les iooooo«* ou les 864oo«* d'un jour moyen. 
- 1109. J'ai supposé que les trois axes de suspension étaient d'un 
même côté par rapport au centre de gravité, mais il peut être avan- 
tageux d'avoir deux de ces axes respectivement placés près de chacune 
des extrémités du corps, et qui deviendraient, alternativement, axe 
supérieur et axe inférieur. Désignant, par ^„, la distance entre ces axes 
extrêmes, par ^,, la distance de i'axe moyen à l'axe extrême qui est 
du même côté que lui , par rapport au centre de gravité ; par ffri,^ , 
^7i„* et griiff^ les longueurs respectives des pendules synchrones cor- 
respondants «i l'axe extrême, qui est du même côté que l'axe moyen 
par rapport au centre de gravité, à l'axe moyen, et à l'autre axe 
extrême ; faisant 

on a l'équation suivante correspondante h l'équation (2). de l'art, iioj, 

Il 10. Il est facile, en plaçant un axe de suspension près de chaque 
extrémité du corps, de s'arranger de manière que le centfe de gravité 
se trouve exactement au milieu dé ces deux axes; cette disposition est 
très -avantageuse, abrège et simplifie' considérablement lés observât! o/is ; 
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f est aloTBjune quantité (lowiéft,,et^les seules inconnues du jH-obléme 
Bont g tt [t qui K déterminent* par les équations 

(3) ^=sC^V— ») 

Après quoi on calcule aisément les longueurs des pendules synchrones 
correspondants à l'un des axes eitrémes et & t'axe moyen, lesquelles lon- 
gueurs opt, pour valeurs respectives, z + -f— et * — ^,-) " — ■ . 

J'ai indiqué les moyens de concilier, avec la condition à laquelle 
se rapportent ces formules» celle de rendre l'axe moyen le réciproque 
de l'un des axes ^trémes ; j'emploie, pour les ajustements qu'exigent 
ces diverses conditions, un poids curseur dont j'ai exposé les propriétés 
dans un mémoire publié avec la Connaissance des Temps de 1817, 
et dont je parlerai en traitant du mouvement des systêines de formes 
variables. 

J'ai lu, pour la première fots, à l'Académie des Sciences de Paris, 
au mois de mars 1792, le Mémoire contenant la théorie, les propriétés 
et Tusage du pendule à triple suspension dont il vient d'être question i 
la description et les dessins des appareils étaient joints à ce mémoire 
que je destine à l'impression. 

Suite de ce qui ». été dit , dana la première lection de celte leconde partie du 
Coun , sur la coRformitÂ dbi prlncipea giéùértiiti de la Djrnàmîque aux 
phéDomènei obtervél. 
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données de faii^ constatées par des observations auxquelles on ne 
pourrait opposer aucune objection raisonnable. La première et la 
deuxième de ces lois supposent, d'après la théorie ^ art. 840 et 841, 
Taction d'une force unique émanant du centre du soleil; on est parti de 
cette induction théorique , tirée Aes faits ^ pour chercher le mode d'ac- 
tion de la force centrale à laquelle sont dus les phénomènes observés, 
soumis aux deux premières lois, en combinant ces lois avec d'autres 
principes de dynamique, aussi purement rationnels, principes qui ont 
fourni l'équation (a) de l'art. 887, laquelle est déduite de l'expression 
générale de la vitesse, art. 8aa, qui est elle-même une conséquence 
immédiate des formules générales du mouvement, et des règles établies 
sur sa décomposition. On a conclu , de ces rapprochements , que la 
force centrale était réciproque au quarré de la distance, et voilà un 
nouveau fait, une nouvelle loi dont celles de Kepler, séparées des 
considérations théoriques, ne nous auraient point appris l'existence; et 
comme tous les {aits célestes connus, depuis l'antiquité la plus reculée 
jusqu'à nos jours, s'accordent pour prouver que cette loi est vraiment 
observée dans la nature, on ne saurait douter que les principes qui 
Font fait découvrir ne soient aussi des lois de la nature; la troisième loi de 
Kepler donne une confirmation de cette vérité , liée à des points de 
théorie et de faits connus des élèves; ils ont vu, art. 890. qu'en com- 
binant la loi dont il s'agit avec des valeurs purement théoriques ^ dé- 
duites d'une double expression de la force centrale, on arrivait à cette 
conséquence remarquable que la force accélératrice résultante de l'action 
d'une planètesur un corps ou^point matériel, était indépendante de la masse 
de ce corps^ et relative seulement à la distance, et les expériences du 
pendule simple ont prouvé, art. 969 et 970, que la terre agissait de cette 
manière sur les corps soumis à son attraction. 

Galilée a découvert les lois du mouvement des graves, près de la 
surface de la terre, par des considérations de dynamique absolument 
spéculatives; or ce grand philosophe, d'une part, n'avait que des notions 
très-incomplettes sur les valeurs absolues à^ quantités qui devaient 
donner les preuves àtfait de sa théorie, et, de l'autre, il ignorait que' 
la même cause motrice qui détermine la chute des graves , à la surface de 
la terre, retient la lune dans son orbite; les preuves défait ont été ac- 
quises, et le mouvement de la lune a fourni à Newton, art. 934 et 935, 
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sa premiire vérKcation du principe de la pesanteur uniKéneUe ; une 

théorie qui devine ainsi la nature, a uécessairemeot ses base* du» V 

nature. 

ma. Le contenu de l'article précédent se rapporte & l'action isolée 
d'une force unique sur un corps; mais une partie des phénomène» du 
système du monde n'a pu s'expliquer que par U considération de»actioiw 
simultanées de deux, ou un plus grand nombre de forces, syrua mèmt 
corps, et, parmi les grands problèmes qui exigent cette considération, 
je citerai celui des marées dues aux actions combinées du soleil et de 
U lune : les solutions de ces problèmes comportent nécessairement 
l'application des principes posés, art. 718 et suiviints, sur la compar 
raison des forces entre elles, et la conforo^ité des résultats théoriques, 
auxquels on- parvient, avec le? phénomènes observés, est une garantie 
assurée de la vérité des principes d'où on est parti pour obtenir ces 
résultats. 

. iii3. Les lois de l'^uilibre et delà communication du mouvement 
entre les cprps qui agissent les uns sur les autres, par chocs ou pres- 
sions , ont aussi été déduites, art. ySd et suivants, des principes posés 
sur les rapports et sur la mesure des forces. La machine d'Atwood a déjà 
fourni une première vérification importante de ces lois, et par conaét 
quent, des principes qui leur servent de base, particulièrement appli- 
cable aux cas de deux corps qui opt des mouvements rectiligaes; niais 
le pendule composé offre uns autre vérilicatiun très-remarquable, ap-r 
plicable au c^s d'une infinité de corps ou points matérieif qui ont des 
mouvements circulaires ; les phénomènes qu'offre ce pendule K»it les 
résultats des actions réciproques de tous ces points matériels dont , 
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t^ur; cette Valeur est déterminée par le pendule isimple^ c'est-s-dire, 
par le mouvement d'un petit corps , qu'on peut regarder comme un 
point matériel, assujetti à parcourir un arc de cercle et soumis à l'at- 
traction de la terre; c'est le cas d'une force unique agissant sur un point , 
matériel isolé; en déduisant cette même valeur du pendule à triple sus« 
pension j dont j'ai parlé, art. 1 107 et suivants, on a, dans cette manière 
de l'obtenir, les considérations combinées du mouvement circulaire, de 
l'attraction de la terre et des actions réciproques d'une infinité de 
points matériels liés les uns aux autres. 

Ces divers rapprochements, sur lesquels je n'ai pas besoin d'entrer 
dans de grands détails, vu l'avancement actuel du cours ^ réunis à ceux 
que j'ai déjà présentés aux élèves, art. 812 et suivants, établissent la 
vérité des principes généraux de la dynamique et*de la mécanique , 
en général, sur un ensemble de preuves, tirées de l'observation, qu'on 
peut regarder comme équivalant à une démonstration ; et cependant 
je n'ai pu indiquer qu'une bien petite-partie des faits qui appuieraient 
cette démonstration ; plus on observera la nature, et plus on y recon- 
naîtra que la conformité constante des phénomènes aux lois reconnues 
sur les actions des forces et sur la communication du mouvement entre 
les corps , n'a aucune exception. 

Du mouvement du centre de gravité d'un système de corps, ou de points maté*- 
riels , de forme variable ou invariable. Conservation du mouvement de ce 
centre et de la somme des moments, lorsque le système n'est pas sollicité 
par dès forces extérieures, 

1 1 14. J'Ai démontré, art. 766 et 766 , une propriété du choc, tant des 
corps durs que des corps jouisant d'un degré quelconque d'élasticité, 
qui est liée à un des grands principes de la mécanique, connu sous le 
nom de conservation du mouvement du centre de gravité ^ principe 
.qui me sera bientôt qécessaire quand je traiterai du double mouvement 
de translation et de rotation d'un corps solide. En conséquence, je vais 
le démontrer en suivant une marche de raisonnement et d'analyse, qui 
me permettra d'étendre, avec facilité, ma démonstration à un système, 
soit invariable, soit variable, et soumis à des conditions quelconques, 
au moyen de quoi je n'aurai pas besoin d'y revenir, dans la quatrième 
I 44 
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aectioD de Mtte deuùème partie du Cauis , k laquelle la démonstration , 
d<Mit )« parle, appartîetM aaturellemeiit. 

Les recherches, qui vont suivre , comportent l'application du prin- 
cipe général du mouvement k un système de forme variable sous des 
conditions quelconques ; et comme l'emploi de ce principe consiste k 
ramener les solutions des problèmes de mouvement à des expressions 
de conditions d'équilibre, je dois raj^ler aux élèves one remarque 
qui se trouve k l'art. 385 , ob j'ai fait voir que dans tous les cas ob des 
forces sont en équilibre sur un système de forme variable, elles doivent 
satisfaire aux conditions qui s'appliquent k l'équilibre d'un système de 
forme invariable ^al et semblable à celui dont il s'agit, dans l'état oir 
t'ont mis les action* des puissances qui se font équilibre ; ces forces 
doivent donc, dans le cas où le s^tème est libre , satisfaire aux six 
équations de l'art. 846. Mais l'inverse de cette proposition n'a pas 
lieu, c'est-à-dire que les combinaisons de forces desquelles résulterait 
l'équilibre dans le cas de l'invariabilité de forme au système, ne sont 
pas toutes propres k Fétablir, si cette invariabilité n'existe pas. 

Dans les cas les plus ordinaires, les conditions d'équilibre sont, en vertu 
du principe général du mouvement, établies entre les forces motrices 
imprimées et celtes qui ont lieu , sans faire entrer les vitesses «ctucUes 
dans les équations qui expriment ces conditionsi cette manière d'em- 
ployer le principe général , ne change rien aux conséquences k tirer de 
ta remarque de l'art. 385, parce qu'en supposant l'équilibre existant 
entre les forces qui font varier les vitesses, c'est dire que ces forces 
ont , entre elles , des relations telles que les vitesses n'éprouveront aucun 
changement , par leurs actions , ce qui revient à dire que si ces vitesses 
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Section troisième* 847 

' _ 2;(.r;7i) ^ 2;(,r/y/) . ZÇ^y//) 

ifef ' M ' 3f 

difTérentiant chacune de ces équations, par rapport au temps, et divi- 
sant ses deux membres par dt^ il vient 

dt M ' dt~ M ^ dù~ M 

les premiers membres de ces équations sont les composantes de la vitesse 
du centre de gravité, prises, au bout du temps /^ parallèlement a chaque 
axe, et les seconds membres sont les sommes des composantes des quan- 
tités de mouvement de tout le système , prises parallèlement aux 
mêmes axes. Nous arrivons ici, pour un système quelconque, au même 
résultat obtenu, art. 765, pour deux points matériels se mouvant sur 
une même ligne. 

I ii6. Soit m une des molécules du corps ou du système, // sa vitesse 
actuelle dans l'espace, a , ^ et )^ les angles respectifs que la direction de 
cette vitesse forme avec les axes des x^ des^ et des «^ désignant la 
masse totale par M^ et* faisant 

Mda . ^ Mdb « ^ M de ^ 

dt dt dt 

au moyen de quoi les cosinus des angles formés par la direction du 
mouvement du centre de gravité et par les axes des x^ désuet des z^ 
auront pour expressions respectives 

A B C 



yA^^B^^C^' yj^-^B^^o' yA^+B^^c^ 

les équations suivantes donneront les sommes des composantes des 
quantités actuelles de mouvement prises parallèlement aux axes, 

(1). . . S(miicos. a)=zjj S(mu cos.l^)=^Bj S(mucos.y) = C 

et en représentant par Pj Ç et R les sommes respectives des mo^ 
ments par rapport aux axes des Xj des j' et des Zj on aura 

S\ mu{zcos.if — i^cos.y) }=-? 

(a) { 2\mn (a?cos.y — j5Cos.a) } = () 

S\ uiii(j'cos.a'T-xcos.ir) \ =/î 
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Concevons maintenaBt que les vitesses u^ des molécules m, viennent 
à changer instantanément pr des impukiôns ou des chocr médiats ou 
immédiats, que les corps du système exercent les uns suf les autres, et 
que CCS vitesses prennent de nouvelles valeurs u,j faisant avec les aies 
des a:_, jj' et a les angles respectifs, «,, S,, y,; en vertu du principe 
général du mouvement, appliqué conformément à la remarque de 
l'art. 384, on aura six équations d'équilibre entre les quantités de mou- 
vement mu et les quantités de mouvement mu, dont les trois pre- 
mières seront 

S {mu CM. a) := 2 (/nu,co3.a,) 

S (m u COS. S)-=S {mUfCos.S,) 

S (mu cqs.y) = 2 (mu' COS. y,) 
on voit par ces équations que les quantités .^, B et C conservent les 
mêmes valeurs après les cliangements survenus dans le système par les 
impulsions ou chocs exercés par les corps les uns sur les autres, et 
qu'ainsi la vitesse du centre de gravité et la direction du mouvement 
de ce Centre, dans l'espace, n'éprouvent aucune variation. 
' 1117. Les trois autres équations d'équilibre énonceraient les égalité» 
entre les sommes actuelles des moments des quantités de mouvement ujn^ 
et les sommes des moments des quantités de mouvement u^mj ces 
dernières sommes reproduiraient donc encore les quantité* Pj Ç et R 
sans altération; ainsi la somme des moments est aussi conservée après 
les actions réciproques des corps. 

Ces diverses conservations, qui on; lieu lorsque les vitesses « se 
changent brusquement en u,^ auront encore Heu , par tes mêmes raisons , 
si les vitesses «, se changent de la même manière en «,,, par le seul 
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du centre de gravité n'ayant pas besoin de cette condition; mais on 
peut supposer que ces corp», ou une partie d'entre eux, ont une autre 
manière d'agir, les uns sur les autres, en vertu de forces attractives 
ou répulsives, dont les effets sont soumis k la loi de continuité. De 
pareilles forces seront de l'espèce de celles qui ont lieu d'astre à astre, 
dans le système du monde, et on a vu, art. 916, que quels que soient 
les rapports des masses de deux corps, qui agissent ainsi l'un sur l'autre, 
les forces motrices résultantes de cette action, pour chacun d'eux, 
étaient égales et de signes contraires; ce qui revient à l'énoncé du 
principe de l'égalité entre l'action et la réaction. Il résulte de là que 
les quantités de mouvement tant naissantes que finies, engendrées par 
deux corps ou points matériels quelconques du système, doués de ces 
forces internes et les exerçant l'un sur l'autre, ne doivent point paraître, 
ou se détruisent (vu leur égalité et la différence de leurs signes) dans les 
expressions ^(/wz/cos.a), ^ {^mu cos. ^), S {mn cos.y); elles n'ont 
donc aucune iufjuence sur le mouvement du centre de gravité; leur 
influence sur la valeur de la somme des moments est pareillement 
nulle, puisque chaque couple de ces forces motrices égales, de signe? 
contraires, et ayant leurs directions sur une même ligne droite, donne 
un moment égal à zéro. 

II 19. Les théorèmes et les formules des articles précédents s'appli* 
quent , visiblement, au cas 0(1 les changements produits dans les vitesses, 
par des causes internes, sont, ou ne sont pas, soumis à la loi de conti- 
nuité; mais comme on a, dans tous les cas, à un instant quelconque, 
]îOur l'une, en général, des molécules m du système, 

dx ^ dy di 

u cos. a = — r— , u COS. = — ^ , // cos. y =s — » 

dl dt * dt 

les équations de l'article 1 1 16 peuvent se mettre sous la forme 

2; S m(zdj—jdz) j ^p 

y, ) m{xdz — zdx) / __ 

dt ~ 

2 ^ m(jrdx — xdr) ^^ ^ ^ 

dl 



(^) 



]X)sant les valeurs suivantes. 



35o DrUAMlQUt iLÉMENTAIlE. 

In équations (i) deviennent. !a masse totilc continuant i être reprc- 
sentée par M, 



(S). 



Mdx, 



M'dy, 






soient, x^jj', et «,, les coordonnées du centre de gravité, ee qurdonov 
S{mdÇ)^o,S{mdjy) = o, S(mdl^) = o, en faisant Bttmtion que, 
dans toute l'étendue du système, les rff , drj et di^, k un instant déter- 
miné, se rapportent k une même valeur de dtj on aura 

dXf __ A _ dy, _ '^ ■. ^'/ _ ^ 
"Tt lï * dt F ' ~dr ~ ~M 



valeurs identiques avec celles de -j— » - 



- à l'article cité. 



^ de 

dt * dt* dt 

1120. Supposons maintenant que des forces extérieures, soumises k 
la loi de continuité, agissent sur le système, et qu'en vertu de ces 
forces, une molécule quelconque m acquerrerait, si elle était libre, 
des quantités de mouvement élémentaires mf,dtj mf„dtj mf„,dt, 
dans des sens respectivement parallèles aux Xj huxxy et aux %, on aura, 
(dans l'hypothèse de dt constant) par le principe général du mouve- 
ment, et d'après la remarque de l'art. 384, les équations 
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dent, dans lesquelles A^ B et C sont devenus des quantités variables, 
donnent 

(3)...J(../,) = ^;2;(«./,) = ^;^(/./,„)=^ 

les expressions — ^^fLLdt. — .^ dt. — \^±!lLLdty sont les va- 
^ M Ml M 

nations élémentaires des composantes de la vitesse du centre de gravité 
prises parallèlement aux axes coordonnés. 

Qu'on fasse dans les équations (i) et (2),^ = o,yj' = o,j^„ = o, 
ou, ce qui est la même chose, qu'on suppose que le système se meut 
en vertu d'impulsions initiales sans être sollicité par aucune force exté- 
rieure ^ et qu'ensuite on intègre par rapport au temps, on retrouvera 
les sommes constantes de l'art. 1119, et on pourra remarquer que les 
équations (a) de cet article expriment également, et que les sommes 
des moments sont constantes, et que les aires décrites pendant un temps 
quelconque, sont proportionnelles à ce temps, ce qui redonne, dans le 
cas le plus général , l'analogie entre les moments et les aires que j'ai déjà 
fait remarquer, art. 200 et 238. 

Application de la théorie précédente au moaveineot d'un corps solide de 

forme iovariabie. 

1121. Je suppose qu'un corps solide de forme invariable reçoive \\ 
différents points de sa masse, et dans différentes directions, des impul- 
sions dont chacune, si la masse entière du corps était concentrée dans 
son point d'application, lui communiquerait une quantité cle mouve- 
ment que je représente par le signe générique K^ en désignant, par /2^ 
h et Cy les angles respectifs que forme sa direction avec les axes des 
*Ty y et Zy ce corps n'étant sollicité par aucune puissance extérieure, 
on aura immédiatement, par les formules des art. 119 et n^o, les 
composantes de la vitesse uniforme du mouvement rectiligne du centre 
de gravité, prises parallèlement aux axes, qui auront paur valeurs, en 
faisant , pour abréger, ^ ( Jï cos. a):=^ Â j S (K cos. l^) = B j 
S ( K COS. c ) = C 
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dea X 



Psriillèlement à l'axe 



des^. 
dc8 5.. 



l 



A 

' M 
B 

■ M 
C 
M 



et ea représentant, par R* la 'somme des quârrés dea numérateurs de 
ces fractions, on aura les valeurs suivantes des cosinus des angles rcs- 
pectifs formés par la direction du mouvement du centre de gravité et 
par les directions des x^y et s 

A _B_ C_ 
""S"' R * R 

Ces déterminations sont absolument les mêmes que s'il s'agissait 
d'un point matériel dont la masse serait égale à M^ recevant immédia- 
tement toutes les impulsions K^ dans des directions parallèles à celles 
que ces impulsions ont dans l'espace. 

1 1 A2. Rien n'est .donc plus aisé que de connaître le mouvement du 
centre de gravité, lorsque les caoses motrices qui déterminentce mou- 
vement sont données, tant dans le cas où ces causes motrices sont des 
impulsions initiales communiquées une fois pour toutes , que dans celui 
oii le corps'est sollicité par des forces à actions continues. On a vu, 
art. 1 120, comment, dans le second cas, on déterminait la variation 
du mouvement de ce centre due aux actions des puissances. 

En me bornant à la considération du mouvement r^ultant unique- 
ment des impulsions initiales, je remarque que ces formules qui rendent 
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même vitesse, parallèlement à la même ligne, à chacune des molécules 
du corps. Pour démontrer cette proposition , je remarque qu'on obtiendra 
le même effet en donnant au corps une impulsion B par son centre de 
gravité I ou en donnant, à chacune de ses molécules mj une impulsion 

^-TT^ ^^^^ ""c direction parallèle à celle de Bj car, i^' la résultante 
M 

R R R 

de toutes les puissances parallèles -=T-'!^'5sera---^(//i), ou-—- . ilf=7î: 

^ ^ M M ^ ^ M 

a®, cette résultante sera dirigée par le centre de gravité, car, en faisant 
passer, par ce centre, un plan, de position quelconque, dont la distance, 

r R \ R 

à la molécule m^ serait <^, le moment SX ^irr^^ hoxx -— Z (mj^) 

serait égal à zéro. Or l'effet des impulsions-^ m est de donnera toutes 

les molécules m une même vitesse -77 , qui est aussi la vitesse imprimée 

M * 

au centre de gravité par leur résultante; chacune d'elles prendra donc 
cette vîteisse commune, sans être gênée par sa liaison avec les autres 
molécules, ou de la même manière que si elle était libre, tous les 
points du corps se mouvant dans des directions pai^allèles avec la 
vitesse commune. 

1 123. Lorsque les impulsions, données au corps, ne pourront pas se 
composer en une résultante unique, ou lorsque la résultante unique, 
s'il y en a une, ne passefa pas le centre de gravité, les autres points 
iJ.M corps auront, en général , des mouvements susceptibles d'une infinité 
de modifications indépendantes du mouvement du centre de gravité, 
ou n'ayant aucune influence s.gr ce mouvement. C'est une proposition 
très -importante, et fondamentale en mécanique, qu'il pst convenable 
de démontrer par des raisonnements élémentaires. 

Je reprends les valeurs de^ moments de l'art, m 9, 



2 /.^(l^rprill _ p 
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désignant, comme à l'art, cité, par x,,y,, z,, les coordonnées du 
centre de gravité, et posant les valeurs, 

les expressions de P^ Ç et R deviennent, en faisant attention que les 
f , »! et (^ ont leur origine au centre de gravité , ce qui donne 

S(mda = o 

' M(z,dj,~y,dz,) . Z\m{CH7i-ndO\ _„ 
de "^ dt 



(>)• 



di ^ ^ -V 

^{:r,d=o,-x,dy;) . Z\m{-nd^-^^)\ _„ 



Je puis, maintenazit, sans nuire à la généralilé des résultats , supposer 
que lorsque les impulsions K, ou leurs équivalentes A, Bj C, ont été 
données au corps, l'origine commune des Xfjr^ », x,,y,, %, était placée 
au centre de gravité ; d'après cette hypothèse les axes des f , yi et {* ont 
dû, dans leurs positions initiales, se confondre avec ceux des 9^^ et z> 
au même instant où on avait fr,s=o, y, = o, «,=;o , et ta tïgne 
droite que décrit le centre d« gravité passe par l'origine commune de 
ses coordonnées x^y,, 2, ce qui donne. 




(3) 
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i:\m{i:dYi-ridC)\ _p 
dt 

i:\m{^^dn-'nd^)\ _n 



dt 

S\m(nd^—^dn)\ _ 



dl 



= « 



les trois premières se rapportent exclusivement au mouvement parti- 
culier du centre de gravité , ou au mouvement de translation générale 
du corps; les trois dernières^ qui ne renferment aucune quantité relative 
à des points, lignes ou plans fixes , pris dans l'espace, ne peuvent être 
applicables qu'aux distances instantanées, des molécules m^ k trois 
plans passant par le centre de gravité, mobiles avec lui et parallèles aux 
plans fixes des xjr^ xz etj-zj elles se rapportent donc, exclusivement, 
aux mouvements de ces molécules m autour du centre de gravité. 

Ainsi ji, B, Cj peuvent avoir des valeurs entièrement arbitraires, P, Q 
et R ayant des valeurs déterminées, et réciproquement. On conçoit, 
en effet , d'après ce qui a été démontré précédemment, que si, par 
exemple, on donne au corps une impulsion dirigée sur son centre de 
gravité, il en résultera une certaine vitesse de ce centre, dont la valeur 
est déterminable à volonté, et qui , art. 1122, laissera ^, >? et ^T ^«^ns 
leur état initial, de manière que, si le corps ne recevait que cette im- 
pulsion, on aurait d^=Of ^)? = o, di^=o; mais on peut, en même 
temps, donner au corps, d'autres impulsions, par couples, telles que 
+ A,, — jK,; + X,,, — if„; etc. Les directions des deux impulsions de 
chaque couple étant parallèles, et à une distance finie l'une de l'autre, 
ce qui introduira dans P^ Q et R des quantités arbitraires qui ne se 
trouveront pas dans Aj B et C. 

II 24. L'indépendance du mouvement de translation du centre de 
gravité et du mouvement gyratoire du corps autour de ce centre se 
trouvent ainsi très -rigoureusement démontrés; mais comme on ne 
saurait jeter trop de jour sur une matière aussi importante, je vais 
donner encore une marche de raisonnement, fort simple, pour ramener 
ces impulsions initiales à des impulsions équivalentes, qui rendent par- 
faitement sensible et évidente l'indépendance établie dans l'article 
précédent. 
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Soit K l'une quelconque des impulsions K, , K„ , etc. donnée 
au corps h. une distance h du cenlre de gravité; je mène, par 
ce centre, une perpendiculaire sur la direction àe K , que je prolonge, 
de l'autre côté du même centre par rapport au point d'applicalioo 
de Kj d'une quantité =; ïtj j'iipplique, à l'extrémité de ce prolonge- 
ment, deux forces opposées, parallèles à K, égales entre elles et à 7 A; 
je compose, ensuite, celle des forces qui agit dans le même sens que K, 
et la moitié de K_, en une impulsion K, passant par le centre de gravité, 
et je ramène, ainsi, l'impulsion X, donnée à un point quelconque du 
corps, à trois forces dont l'une, dirigée sur le centre de gravité, fournit 
des termes à ^j Bj C^ sans rien fournir k P^ Ç, B (te centre, dans 
sa position initiale, est à l'origine commune des x, y^ z, sCftJ'ti ^t) 
les deux autres formant une couple de forces dont les composantes 
entrent dans P, Q et R et n'entrent pas dans ^^ Bj C. Chacune des 
impulsions K,^ K„ etc. est susceptible d'une décomposition pareille, 
et si , à l'instant oit le corps reçoit ces impulsions, son centre de gravité 
se trouve retenu par un obstacle nxc, la résistance de cet obstacle re- 
présentera une de ces forces dont j4j Bj C peuvent se composer ex- 
clusivement sans que le mouvements gyratoîre, dû à P, Q, Bj eosoît 
attiré ; si , au contraire, laissant le centre de gravité libre, on traverse 
le corps par deux lignes matérielles, ou axes fixes, parallèles à la ligne 
que le centre de gravité doit suivre , et le long desquels ce corps soïl 
assujetti k glisser, la résistance par laquelle les axes fixes empêcheront le 
mouvement gyratoire du corps autour de son centre de gravité d'avoir 
lieu, pourra être assimilée à l'action d'une couple de forces qui pro- 
duirait le même effet que celle résistance, mais sans rien changer au 
mouvement exprimé par les équations 

M rlx, ^ Mdy, _^ Md'., _ 
dt " ' dt ^ '' dt ~ ' 

Ces raisonnements se lient à la théorie des couples dont j'ai démontré 
les principales vérités dans la première partie du cours; ceitte théorie 
est duc à M. Poinsot, membre de l'Institut, mais, longtemps avant la 
publication de l'ouvrage de ce savant, j'avais employé la considératioa 
de ces mêmes couples pour cxi)liqucr et démontrer l'indépendance des 
mouvements de translation et de rotation des corps solides. 
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iis,5. Le résultat de ce qui a été dit depuis Tart^ 1121, peut être 
ainsi énoncé* 

«c Si un corps i d'une masse Af^ solide ^ libre, et qui n'est sollicité par 
^ aucune puissance extérieure, reçoit, à différents points, des impul- 
u sions finies, en nombre, intensités et directions quelconques, son 
« centre de gravité prendra un mouvement de translation identique 
«c avec celui dont se trouverait animé un point matériel , d'une masse 
« z=,My auquel ces diverses impulsions seraient données dans des direc- 
« directions parallèles à celles qu'elles ont à leurs points effectifs d'ap- 
« plication , et les différents points du corps se mouvront autour du 
« centre de gravité, comme ils l'auraient fait si, à l'instant où les im- 
« pulsions ont été données, ce centre eut été un point fixe. » 

1126 Le mouvement d'un corps, tel que je viens de le considérer, 
offre trois quantités constantes, savoir, la vitesse du centre de gravité, 
la somme des moments des quantités de mouvement des molécules et 
la somme des aires engendrées pendant un élément de tempe dt^ les dt 
successif étant supposés égaux entre eux, et on peut remarquer que 
les conditions de l'équilibre sont celles qui expriment que la première 
de ces sommes constantes et l'une quelconque des deux autres sont 
égales à zéro. 

Détermination des chocs exercés , contre un axe fixe , en vertu des impui - 
slons données à un corps assujetti à tourner autour de cet axe. Conditions 
d'après lesquelles il ne résulte , des chocs donnés au corps , aucun choc sur 
l'axe. Théorie générale du centre de percussion. 

1127. Un corps solide, de forme invariable, étant assujetti à tourner 
autour d'un axe fixe, et les positions de chacun de ses points étant dé- 
terminées par des coordonnées rectangulaires x^y et z^ je prends l'axe 
de rotation pour axe des «^* ce corps dont je représente la masse par 3f, 
est supposé recevoir une impulsion, que je désigne par Pj ainsi , d'après 
les notions précédemment établies, P est la quantité de mouvement que 
recevrait la masse Mj si , réduite à un point matériel, la cause motrice, 
à laquelle P est due, agissait immédiatement sur elle. Je mène, par la 
direction de P ^ un plan parallèle à l'axe de rotation, ou à l'axe des z, 
et je prends, pour plan des %x^ le plan, perpendiculaire à celui dont je 
viens de parler, passant par Taxe de rotation; le plan des xj^ perpen- 
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diculaire k fifî .au» «st censé le couper en un point donné de position. 
Je norame $ et ^, respectivement, la coordonnée, mesurée sur l'aie 
des çpj fit Ifi èoorAoanée, paralltie aux s, du point oii la direction de Q 
reaç^ntn Iç plan v^t et je détiermine U position du centre de gravité du 
corf«» par le* coordonnées a^ ù et c respectivement parallèles aux 

L«s valeurs de ces coordonoés $, {*, a, è, c sont prises au momeot 
-OÙ l*iinpulsioa P est donnée. 

Il s'agit de déterminer, d'abord, l'effet que cette impulsion produit 
sur l'axe; pour cela, je la décompose en deux forces, appliquées au 
poiQt dont (^ et <£* sont les coordonnées, l'une représentée par 77, (hrigée 
dans le plan w%, perallUement là Paxe de rotation, ou axe des *, et 
l'autre représentée par i^, perpendiculaire à ce plan x\. La première 
composante n'mtre pour rien dans le nuHivement du corps , l'axe étant 
supposé Hsc, mais elle «cerce, sur cet axe, une action qui se détermine 
par les formules données, art. 38i. 6ui^>osons que le mouvement de 
ce même axe , soit empêché par deux arrêta plac^ à ses extrémités , 
l'un à l'origine et l'autre, à une distance h de l'origine du câté des c 
positifs, la composante U parallMe aux. z^ étant censée agir dans le 
sens des 4 positifs, il résultera de son action un choc sur chacun des 
points d'arrêt, dirigé perpendiculairement à l'axe de rotation, dans le 
plan des ^2 {plan qui renferme la ligne de direction de i7et l'axe de 

/7e 
rotation ) choc qui aura pour valeur + — ■ - le signe + étant applicable 

au point d'arrêt qui est à l'origine, et le signe-^au pohit d'arrêt placé 
à une distance h de l'origine. 
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ainsi la quantité de moutcftiétit d'une molécule quelconque m^ ditîgéô 
perpendiculairement au rayon vecteur fj sersi^ftnj lés côftriposahte^ 
de cette quantité de mouvement, respécfiVerheftt parallèles aux x et 
MOLj'j seront ^^ et^xittj en faisant attention que fapérpendrculaire, 

au rayon vecteur p , fait avec Taxe des x un angle dont le cosinus = ^21 

^ X 

et, avec Paxc des j^^ un angle dont le cosinus = -^ , et les sommes 

respectives de ces composantes, prises dans toute l'étendue du corps, 
pourront être représentées par ^S(jy^) et ^S(xm)i 
. Ces sommes de cohiposantes ^Z(jm) et ^S(xm), remplacent, à 
tous égards, la somme des quantités de mouvement ^S(pm); or Taxe 
ne ifçoit aucun choc de la part de celles-ci , parce que les vitesses ^f, 
des molécules m^ étant proportionelles à leurs distances respi?ctives^ 
à Taxé de rotation , et ayant lieu normalemeht aux rayons vecteurs f , 
dans dés plans perpendiculaires à l'axe de rotation, ces molécules se 
meuvent comme si elles étaient libres ou détachées les une* des autres, 
ce qui exckit toute transmission de forces à l'axe de rotation. 

D*une autre part, l'impulsion Çj parallèle auxj'^ p^ut, elle-même, 
être remplacée par les quantités de mouvement qui suivent, savoir. 

Sommes déé qû'ànti - 1[ * f — ^^ ( ^/y ) 

les de mouvement pa - < ^ / x 

ralleles, J / ^^i^^) 

' • aux y i ^ vt / N 

On vient de voir que les sommés d^es coift'pùsârités ^È(mjr) et 
^I!(mx)y équivalentes à la iortime' ^2{i/^p) , ne pouvaient exercer 
aucune percussion sur Taxe; l^impulsîôn Ç ne peut donc agir sur cet axe, 
qu'en vertu des compo8atite5-^g^Z(itej>') et Ç — ^È{mx; mais ces 
composantes, d'afprès^le principe gétiéWl dii mdïive Aient, sont celles 
qui satisfont aux conditions de réquîïit)re , él ôii a vu , art'. 379 , que 
lorsque des forces, dirigées daAs de& plans j^ei'pfêhdicuîairés à un axe 
fixe, sont en équilibre autour de cet axé, elles agissent, sur lui, de la 
même manière que si chacune d'elle lui était imrhédiatemént appliquée, 
parallèlement à sa direction, et daii^ lé plan normal qui renferme cette 
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direction. Désignant donc par Xec y, respectivement, les chocs que 
reçoit l'axe de rotation, ou l'axe des i, dans le sens des x et dans celui 
des^^ au moment oli l'impulsion Q est donnée, par X^, le moment 
de Xpar rapport à l'ane des j', et par Vi^,, le moment de i'par rapport 
à l'axe des Xf (Xétant dirigée dans le plan xz, ses moments, par 
rapport aux axes des x et des z, sont nuls, et il en est de même des 
moments de V, par rapport aux axes des ^ et des s ) on aura les 
équations 

[X=-<^i:{jm)=—%bM 



(O 



{X=-^ZCjK/n)=— SJ^ 
XC, = -SZ(s^m) 



= Ç~%aM 



On K , par U propriété du 

centre de gravité , 

2 {xm) = aMy et 

on obtiendra les valeurs de Xet l', en quantités connues, par la substi- 
tution dans les deux premières de ces équations, de la valeur de ^, 
déduite de l'équation (i); substituant, ensuite, ces valeurs ainsi dé- 
terminées, et celle de ^ dans la troisième et la quatrième, on aura4;',et(|'„. 
1129. l'application, la plus importante, des équations de l'article 
précédent, est la détermination des conditions auxquelles il faut satis- 
faire pgurque l'axe de rotation n'éprouve aucun choc, lorsque le corps 
reçoit l'impulsionF.Jl est, d'abord, évident que la composante i? de P, 
parallèle à l'axe de rotation, doit être nulle; ainsi nous pouvons nous 
borner à considérer les conditions relatives à la composante Çj per- 
pendiculaire à l'axe de rotation, et ces conditions seront exprjinées 
en égalant, à zéro, les sommes des forces et'les sommes des moments, 
que j'ai , en général , supposées égales à X, Y^ X^, et Y ^„. Il sem- 
blerait, au premier coup d'œil que l'égalité à zéro -de la somme des 
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ainsi ie centre de gravité doit se trouver dans le plan perpendiculaire 
à la direction de Timpulsion, passant par Taxe de rotation. La seconde 

donne Q — «aAf=o, et, en substituant pour y la valeur ^/ ^ , . 

(4) a^M — S(m()^) = o 

La troisième donne 

(5)..... S{mzjr) = o 
et, la quatrième, Ç^ — ^S(zxm)=o, d*oii on tire, en substituant, 

pour 8, la valeur /'' , i;Z{mfi^)—^S(zxm)=o , et, enfin, 
en éliminant Z(mf^) par l'équation (4) 

les équations (3) et (5) expriment des conditions relative^ au centre 
de gravité, et à la position de l'axe dans le corps; les équations (4) et (6) 
donnent les coordonnées^ et (|f du point où la direction de l'impulsion Q, 
perpendiculaire à Taxe de rotation, doit rencontrer, le plan qui ren- 
ferme Taxe de rotation et le centre de gravité. En désignant, par Mk^ le 
moment d'inertie du corps, pris par rapport à un axe, perpendiculaire 
à Taxe de rotation, et passant par le centre de gravité, les valeurs de ces 
coordonnées sont 

(7) ^ = ^ + -— 

a 

m 



(8) i:= 



a 



M 



ii3o. Le point ainsi déterminé s'appelle centre de percussion j les 
questions relatives à ce centre, et au centre d* oscillation, ont beaucoup 
occupé les géomètres, dans Je XVII^ siècle, et comme le problème du 
centre de percussion n'était résolu que pour des cas particuliers, qui 
lui donnent la même position qu'au centre. d'oscillation, cette identité 
apparente avait donné lieu à quelques disputes polémiques. On a, en- 
suite, négligé ces discussions, lorsque les progrès de l'analyse et de 
la mécanique rationnelle , ont attiré l'attention des géomètres vers 
d'autres objets, et c'est, vraisemblablement, par cette raison, qu'il 
.n'existait pas encore de solution générale et complète du problème du 
(Centre de percussion, lorsque j'ai donné, dfUis mon cours, celle de 
I 4^ 
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la 3*. = Ç^j et que, d'après la condition du mouvement circulaire, une 
molécule qui s'éloigne du plan .rz s'approche du plan xjy^ et récipro - 
quement , ce qui comporte des signes différents pour les vitesses 

//•V d'Y 

j -~^^ respectivement parallèles aux 07 et aux j*^ lesquelles Vitesses 

sont, en général , prises positivement lorsqu'elles tendent à augmenter les 
coordonnées positives, on conclut, des trois équations citées, les suivantes, 

dont les deux premières donnent les équations (6) et (5) de l'art. 1 128 ; 
et, sit dans la troisième, on substitue, à Q ^, sa valeur ^2^(^f»^)» on 
2Uira S\m{jy^-\-x^) }==^(i7i^), valeurs identiques. 

1 132. Si la forme du corps est telle que le plan des xj- qui est per- 
pendiculaire à l'axe des ^^ ou k l'axe de rotation, coupe le corps, sup- 
posé hornogène, en deux parties égales et semblables, on aura ù=^o, 
^(m«x)==:o^ ^ (mzj^)=:ç^ d'où on conclut 4;'=o;et, la condition 
^=0 étant supposée remplie, le centre de percussion se trouvera, à 

la distance /i H de l'aide de rotation , sur la perpendiculaire, à cet axe , 

passant par le centre de gravité, il se confondra avec le centre d'os* 
cillation. 

11 33. Supposons que Taxe de rotation, ou axe des Zj soit parallèle & 
un des axes principaux qui se coupent au centre de gravité, la condi- 
tion A = o étant préalablement satisfaite, c'est-à-dire, le centre de gra- 
vité se trouvant dans le plan, perpendiculaire k la direction de Qj qui 
passe par l'axe de rotation, et prenant le centre de gravité, pour ori- 
gine des coordonnées ^, )? et ^T^ respectivement parallèles aux Xjjy et z^ 
on aura, l'état initial étant convenablement établi, . 

on a, de plus, par la propriété des axes principaux, 

substituant , dans ces dernières équations, les valeurs de ^, n et ^, ayant 
égard aux propriétés du centre de gravité, d'après lesquelles ^(iw^)=o, 
^( /7z 37 ) = o , JS ( OT ^) = , et faisant attention que 

:S;\miaz-^x)\=S\m[a{i:+c)-c(^-a)]\ = S\m{ai:-c^)\=^ 

pji a, toutes réductions faites, 

^(m^x) = acMi ^(mzjr)^Q 
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a supposé les directions parallèles et les forces motrices proportionnelles 
aux masses et indépendantes des positions des molécules) se trouve , 
quant au centre de percussion , essentiellement liée à la natui^ 
même de la question. Je ne m'étendrai pas davantage sur ces re- 
marques; les élèves qui voudront avoir quelques détails sur les problèmes 
du centre d'oscillation et du centre de percussion» relativement à la 
partie historique, pourront consulter le deuxième volume de V Histoire 
des Mathématiques de Montucla, . 

Des efforts que supporte l'axe imiBobile de rotation ^ lorsque le corps a reçu 
■ riin^ulsioD initiale qui lui iipprime son mouvcm^at. Conditipns qui rendent 
ces efforts nuls. 

ii36. Lorsque les divei-ses conditions assignées , article 11^9, sont 
remplies , Taxe , au moment du choc , n'éprouve l'action d'aucune 
force de là nature de celles qu'on àpp^Tile Jorces de percussion j on 
ne peut cependant pas dîrè que cet axé n'ait aucune tendance à se 
déplacer V ' car il estî sollicité par des forets comparables & des 
pressions j et provenant des forces centrifuges de tous les points 
matériels qui composent le corps. Une molécule quelconque, placée à 
line distaiice ç dé l'axe, exerce dans le sens ^du rayon ^, et en vertu dé 
sa vitesse ^^, un effort qui,'ârt. 906, a, pour valeur; y*/77^.'Les com- 
posantes de cette force, respectivement parallèles aux x et auxj^^ ^onf 

^mp X — et %^mç x ^» ou ^mx et ^mjy ^ en faisant attention 

que — ' et ^ sont les cositius des kfiglés que forme sa direction avec 
'9e , 

les mêmes axes; les sommes de ces composantes,. dans toute l'étendue 

du corps*, sont ^^^{m x) et ^^2(mj') ; et les sommes de leurs moments 

sont, pour la première j^2(mzx) moment par rapport à l'axe desy^ 

et, pour la seconde j g* £(>«*/), moment par rapport à l'axe des a?.! 

Il faut observer que les forces y* /n^ étant dirigées suivant les rayons 

vecteurs f'^ peuvent être, toutes, censées appliquées à Taxe de rotation , 

et qu'il en est de même des composantes qui entrent dans les sommes 

<^^S{m.T) et ^S{niy) ; d'où il suit que ces sommes ne doivent 

fournir aucun moment- pârirapport k l'axe des ij de plus, d'après les 
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jiarallélisnies rcspeclifs, entre leurs lignes de direction et les ases des ar 
et des j-, elles n'en fournissent point, la première par rapport k l'aie 
des x^ et la scconiic par rapport h l'axe des^, 

Si l'on Suppose maintrnant que l'axe fixe de rotation passe 
par le centre de gravi li- , on aura, par celle seule circonstance, 
i^S(mir):=:o et ^^JL'(m_/)^o; ainsi l'axe n'éprouvera aucun effort 
tendant à lui donner un mouvement général de translation; mais il ne 
peut être entièrement délivré de tout effort , qu'autant que les moments 
des pressions ^'■rnx et ^* mj sont nuls, ce qui donne les équations 
■S^msx)^^o , X {nijy) = o, et ce qui nous ap|»rend que cet axe doit 
'réunir, à la condition de sa direction par le centre de gravité, celle 
d'être un des axes principaux qui ont leur intersection commune à ce 
centre. 

1137. 1*1 première des conditions, gssîgtïées dans l'article prç- 
.pèdent , nç peut pas être -satisfaite sans que le centré de percussion ne 
»e trouve k une distance infinie de l'axe, puisqu'elle rend nulle la dis- 
tance a. de cet axe au centre de gravitéi ce qui donne, article 1129, 
^ = 30 , ^= so ; on tire de là une conséquence , assez remarquable, 
savoirrincompatibilité des conditions d'après lesquelles l'axe fixe autour 
duquel un corps , choqué , est assujetti k tourner , ne reçoit àncune per - 
çussion,: et de celles qui rendent cet axe (iJDre de tout eflfort après Ve choc 
jnitial qui a mis le corps en mouvement, pi les prefïiières conditions sont 
remplies , le centre de gravité devra se trouver à une distance finie 
de l'axe, afin que ^ et ij' puissent avoir des valeurs finies, et, dès -lors, 
l'axe, exempt de choc dans le premier instant, sera, dans les instants 
suivants soumis aux forces centrifuges; si les «ccondes sont satisfaites, 
le centre de gravité devra se trouver sur l'axe, et le centre de per- 
cussion sera à une distance infinie de cet axe, lequel éprouvera, par 
conséquent, un choc quelque part qu'on frappe ie corps, mais n'aura 
plus après ce choc, aucune tendance soit à un dt'placement total, soit 
il un mouvement de rotatiun autour d'un de ses points. 

Formules de gûotnûtrlc analytique pour servir de préparation à la lliéoiîe 
générale du mouvement de rotation d'un corps solide. 

1 138, On a vu, par les propositions démontrées depuis l'art, iiai 
jusqu'il l'art. iiaS, dont ie résultat général est consigné dans cet ar- 
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ticle 1 125, que tout ce qu'il y a de difficile dans la détermination des 
phénomènes du inouvement d'un corps solide^ est relatif au mouvement 
des molécules.de ce corps autour deson centre de gravité ; les recherches, 
qui concernent cette détermination, exigent qu'on rapporte les positions 
des molécules à des axes, fixes dans le corps, dont on compare les po- 
sitions à celles d'autres axes parallèles à des lignes fixes dans l'espace; 
il faut donc, dans ces recherches, faire usage des formules par lesquelles 
on passe d'un système de coordonnées rectangulaires à un autre , et 
j'ai cru qu'il ptait convenable de placer ici les principales de ces for- 
mules, dont quelques*- unes ont déjà été employées , soit dans cette 
seconde partie du cours, s'oit dans la première. 

Le mode lè plus général de passer du système des coordonnées rec- 
tangulaires ir^ jj^ et Zj à un autre système qu'on peut appeler système 
des coordonnées ^,,^/, «/, consiste à prendre à un point de l'espace, 
autre que le point d'intersection des coordonnées primitives, une 
nouvelle origine, par laquelle on fait passer trois axes, à angles droits 
les uns sur les autres, qui sont les axes des ^i^ji^ «,^ et qui forment 
des angles où donnés, bu assujettis à certaines conditions, avec les axes 
des x^ y ti z. . 

Ainsi les relations qui lient une des coordonnées Xy y^ z aux coor- 
données OD^^y^y z,y et réciproquement, sont exprimées par des équa- 
tions dans lesquelles ces diverses coordonnées ne sont qu^à la première 
puissance, et dont chacune contient, en général^ un terme constant, 
relatif aux positions respectives des deux origines, et d'autres ternies 
variables , ayant pour facteurs leâ quantités circulaires relatives aux 
angles que forment entre eux les axes des deux systèmes de coor- 
données. 

Comme il suffit à l'objet que j'ai en vue, de faire varier les directions 
des axes coordonnés, je suppos^i^ai dans les formules (Je transformation 
que l'origine reste la même; aifisije n'aurai pas besoin des termes cons- 
tants dont je viens de parler, qu'on. peut d'ailleurs introduire à volonté, 
dans l'analyse , sans rien changer aux termes variables. 

1189. ^^ J^ ^t a étant les coordonnées primitives et x,^ ^,, 5, un 
autrp systènie de coordonnées,: qui ont la,/nènr>e origine que les première^, 
je pose la notation suivante. 



«v. 
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Menant un rayon vecteur de rorigiae commune à Tua des poioU 
qui a pour .coordonnées, soit x^jr et *, soit Xf^jr, et s,^ et, la lon- 
gueur <]« cb rayon recteur itant ç, le coùrn» de l'angle qu'il forme avec 

l'axe des x, est — ' t mais, d'une autre part, ce rnème rayon vecteur, et 

Taxe des x, font, avec lef axes des x,j^,j *,, des angles dont le» 

cosinui, respectifs, sont — ~* -^^tyr^t çi,t i^/j yn donc d'api*» le 

théorème de trigonomi^trie, déjà employé plusieurs fois',' dans le cours 

de cet ouvrage, on a =? - — i^ -f- — '-"^ -4- Z' <imX cherchant, 

e e e e 

.par les mêmes considérations les valeurs correspondantes des cosinus 
^ et — et multipliant, par f , les trois équations qui donnent 
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rême ci - dessus cité , -^ :r= a, — 4- a„ *21 4. «,„ — ; et déduisant, du 

P p p p 

I ...'.■ 

même théorème » les valeurs des deux autres cosinus-^ et ^^ , oh 

P P 

aurait les trois équations 









Les cosinus ol, tf, y, de différents accents, ont entre eux dés relations 
qui deviennent manifestes à l'inspection du tableau placé au commen- 
cement de cet article. 

On a d'abord six équations données par l'égalité entre le quarré du 
rayon et la somme des quarrés des cosinus des angles formés^ par une 
même ligne , et par chacun dés axes coordonnés. 
. Appliquant ensuite le théorème de trigonométrie, qui a donné 
les équations (i) et (2), aux angles droits que forment entre eux, 
soit les axes des ^t^Ji^.^^^ soit ceux des x^jyZ, on a, en faisant at« 
tentton que le cosinus d'un angle droit est égal à zéro, six autres 
équations, ce qui donne en tout les douze équatioiis suivantes: 

(3)..... \ ^/+^//* + ^,/,* = i; a,y, + a„y„+a,„y,„=o 

^m + ^// ^m + yn y m — O 

Chacun de ces systèmes d'équations, (3) et (4), exprime les mêmes 
conditions; ils peuvent donc se remplacer mais ils ne donnent, réelle- 
ment, que six équations entre les neuf coefficients a,, ^,^ y, etc.; on 
peut, ainsi, regarder trois de ces coefficients conmne indéterminés, et assi- 
gner les valeurs des six autres, soit par le système (3), soit par le système (4), 

II 40. Je vais maintenant chercher d'autres valeurs de ces coeffi- 
cients a,, ^,, y, etc. en fondtiotis de trois angles, qui sont d'un grand 
usage dans l'astronomie physique, et qui suffisent > seuls, pour déter- 
miner les positions des axes des ot^^yy,^ z,^ par rapport aux axes des 
Xjy et z. 

i 47 



l y.' + V 

{«/• + ^/ + y/ = »; «^ 
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Substituant, dans ces trois dernières équations, les valeurs analytiques 
de AH^ MfHj UN' et Mm^ précédemment données, on a, ulté- 
rieurement. 



\A):. 



M- 



X,r=L 



Jf = 



Z,= 



(T (co3. \pco$. ^ — sin. \^ sin. ^ COS. ^) 
^jr ( COS. V' sin. ^ ços. Û + sin. \p cos. ^) 
. + zsin.^sin. ^ 

— X (sin. \p cos. ^ COS. ^-}" sin. (p cos. \f/) 
+j^ (cos. yp COS. (p COS. — sin. ^ sin. \p ) 
+ z sin. COS. ^ 

X sin. vf' sin. 
— jy COS. ^ sin. 

+ z COS. 



On verra, en comparant aux équations (2) de l'art. iiSç, celles 
ique je viens' de poser, que les neuf coefficients des deuxièmes membres 
de ces dernières, en commençant par la première ligne horizontale, 
sont respectivement les valeurs de a,, a„, ^im^n ^m ^nn 7n 7 m ynn 
ainsi rien n'est plus aisé que dWoir x^jj z en x,, j,j z,j II né s'agit 
que de substituer, dans les équations ( i ) de l'art, i i3ç, aux coefficients 
^n ^m ^iny ^^c. , ceux qui, par la comparaison des équations (2), 
art. iiSç, et de l'équation (^) ci «dessus, sont reconnus leur être 
respectivement égaux. 

1141. Pour déduire des équations (-^), de l'article précédent j les 
équations (i) de l'art. 1066, il faut faire attention que ces dernières 
sont établies en supposant que l'axe des j^, est la ligne d'intersection 
des plans xy et ^,J*, t ce qui conserve, à ^^ sa signification, et 
donne ^ = angle droit j sin. ^=1, cos.^ = o. De plus l'angle 77 de 
l'article cité est complément de yp, et la ligne de projection, qui forme, 
sur le plan xy^ cet angle 37 avec l'axe des x^ se trouvant dans l'angle 
droit des x et j- positives, la ligne AH^ n®. i, passe dans l'angle 
droit des x positives et j^ négatives, yp devient donc négatif, et on a, 

— sin. ^f' = COS. >? , CQ$.yf/=sB\n.ri. 
les valeurs, substituées dans les équations (^), ci-dessus, donnent les 
i&quations (i) de l'art. 1066, qui se trouvent ainsi démontrées. 
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De l'axe inttatiUnë tic rolalton d«ni 1« mouvement d'un cor^s île forme 
invariable, autour d'un point iixe. 

1142. L'indépendance, enire le mouvement de translation du centre 
de gravité d'un corps solide, et le mouvement, autour df ce centi^, 
des difTérentes parties du corps, énoncée par le théorème de l'art, i ia5, 
et démontrée, art. 1121 et suivants, permet de traiter séparément les 
questions relatives à ces deux mouvements, et on peut, d'après ce qui 
est dit, art. iia5, résoudre les problèmes relatifs au mouvenieDt 
de rotation, en supposant te centre de gravité immobile. Je vais, 
pour plus de généralité, 8uj)poser, d'abord, que le corps est assujetti 
à tourner autour d'un point lîxe quelconque. 

Je prends le point fixe de rotation pour origine commune des 
' Xf^j Hî XffjTf s,j à un instant déterminé, qui peut être le premier 
instant du mouvement, l'axe -des x, a une. position donnée per rapporà 
celu^desx,, et il en est de même, respectivement, cjesj', et des^^ des î, 
et des 2j maisj.après cet instant déterminé, les ajes des Xjjyets de- 
meurent fixes dans l'espace, et ceux des a:,,^^, et », se meuvent avec le 
corps, en conservant, dans ce corps, leurs positions initiales. Cest ce 
mouvement, qui, pendant le temps /^ f^ît varier les angles dont les 
cosinus a,, a.,,, etc., sont inscrits dans le tableau de l'art, w'ig, et les 
angles i/-, tp études équations (^4) de l'art. 1140. 

Il suit de là i ", que les coordonnées Xj j, z, d'une même molécule 
du corps, varient, d'un instant à l'autre, mais que ses coordonnées 
x,,y, et z, ne varient point avec le temps , elles changent , seulement, 
de valeur d'une molécule à l'autre; ce qui tient à ce que les axes des 
X, Xf s sont fixes dans l'espace, ceux des x,,y,f z,, étant fixes dans 
le corps 2*. Que les angles qui ont, pour cosinus, a,, a„, etc., cl ccuï 
qui ont, pour valeurs, -ip, iP Qt û varient avec le temps, puisqu'ils dé- 
pendent des positions des axes mobiles des x^jjy^ et s, par rapport 
aux axes fixes des x^ j- et z. 

1143. Les composantes des vitesses des molécules prises, respecli- 

vtment, dans les sens parallèles aux x^y et 5j ont donc pour valeurs, 

tix dy dz „ . , 

7— , — ;— , et on a , d après les 

dt dt ' 
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équations ( i ) de Tart. 1 189, en faisant attention que a,, ^,,.etc. , sont 
les seules variables» par rapport au temps. 



{V) 



dx doLg , dJSt , dy . 

dt ' dt ^^' dt ^ ' d^ 



dy 
dz 






dt 

da. 



dt 



dt 



'"^y,-^^^, 



dt 
dy 



êlê 



dt 



dt 



1144. Je vais^^'abord^ appliquer ces équations à une détermination 
importante, celle de Vaxe instantané de rotation ^ et je ppse, pour 
abréger, les équations hypothétiques. 



(i)... 






dt 

da^ 
Tt 



^yu 



dt 
da 



N 



dt 



+ / 



dt 
da 



= P 



/// 



g^llL^ + g^^J^ + g^ 



dt 

da 



au = 



— y 



/// 



dt 



dt 



iii 



dt 



Vaxt instantané de rotation est la droite, passant par le point 
fixe, dont tous les points, à un instant déterminé, sont immo- 
biles pendant cet instant ; cet axe peut être regardé comme un axe 
fixe autour duquel le corps tourne, pendant l'élément de temps dt^ 
et qui, en général, est supposé changer de position, dans les instants 
suivants. 

' Pour démontrer l'existence et assigner la position de cet axe» je re- 
marque que, pour tous les poipts de positions quelconques, qui sont 

immobiles, pendant un instant dt^ on doit avoir , -=0, — ^ =0, 
^ dt dt 



dt 



=0; ainsi l'égalité, à zéro, des deuxièmes membres des équa* 



tîons (^) de [l'article précédent, doit donner tous les points qui jouissent 
de cette propriété; on a, par cette condition. 
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da, . dS, . dy, 

— ' ' 4- V ' — L- 7. — ii- 



(»)••■ 




dt 

dt 



Multipliant, respectivement la i'', a", 3" de ces équations par 
yi>7ii>7ui> ^' faisant la somme des équations produits; introduisant 

les valeurs àe p et ^ des équations ( i ) et la valeur 

o-^y,dy,-\-y„dy„-\-y,„dy,„, donnée par la troisième équation (3) 
de l'art. iiSp, on aura py^ — qXf = Q. 

Revenant aux équations (2), on multipliera la i", 2,', 3*, respec- 
tivement , par iSff Sfff ^ni* ^' prenant la somme des équations produits, 
introduisant la valeur de r, tirée des équations ( i } et faisant attention 
qu'en vertu des a» et 6" équations (3) de i'art. 1139, on a 

S,dS, + €„dS„ + g,„dS,„.=o. 
{Z)-.S,dy,^r^,fy„^.S„fy,„=^-y,d6,-y,^S,r-r„idS„-=~pdt, 
on a, toutes réductions faites, rXf—pz,^ç. 

Enfin , multipliant ces mêmes équations ( & ) 1 respectivement ^ 
.par a^f a.^^^ ^mt pi^nant la somme des équations produits, faisant 
attention qu'en vertu des i", 4' et 5« équations (3) de l'art. ii39, ona 
a^da.^ + a^da.^^ + a.^^^da^^^-=o 

, ^ J adS ^•\- a^^dS 11-^ a iiidS 11-= — S^da^ — S^^da^^ — éf^^,rfa^^^=— /■(// 
l <^,d7 1"^ "^i/dy „+ SL^j^dy ^ij=: — yid^fT-y,,^^!! — ïiu^'^iii^l^^ 
on aura ff z^ — rj^ ^ o 

Ainsi la ligne dont tous les points sont immobiles, à l'instant auquel 
se rapportent les quantités p^ q, r^ a, pour équations, les trois suivantes 
doni l'une quelconque est donnée par les deux autres, et qui remplacent 
1rs équations (a), 

(■5). . . .pji — (fx^^o; r.T^ — pz^=:0; çz^ — ry^ = o 
cette ligne est une ligne droite; ainsi voilà l'existence de Faxe instan- 
tané de rotation démontrée et sa position déterminée. 

Représentant par a , ^ et y les angles, respectifs, que forme cet 
axe avec les axes des x^, y^ et s^, on a, par les formules connues 
delà géométrie analytique. 



(6) 
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COS. a = 
C08. lf=^ 






r 

C08. y = > ^ . == 



Vitesse angulaire du corps autour de Taie iostaatané de rotation; composantes ^ 
parallèles aui axes , des forces accélératrices de ses différents points. 

114Ô. D'après ce qui est démontré dans le chapitre précédent ^ il y 
d, à chaque instant, une certaine ligne passant par le point fixe^ autour 
de laquelle tournent tous les points du corps; la position de cet axe 
peut être invariable, pendant un temps indéfini, mais on doit toujours 
la considérer comme telle pendant le temps élémentaire dt, en sorte 
que^ à chaque instant, un point quelconque, du corps, peut être censé 
parcourir un air de cercle autour de la ligne qui fait, à cet instant^ la 
fonctioad'axe instantané de rotation; la vitesse angulaire du corps, autour 
dé cet axe, est donc égale à la vitesse absolue du point quelconque, dont 
je viens de parler, divisée par le rayon du cercle qu'il décrit. Pour dé- 
terminer cette vitesse angulaire avec plus de facilité, prenons le point 
qui se trouve ^ sur Taxe des z^ à l'unité de distance de l'origine, on aura, 

pour ce point, ic,=o,j^^=o, «^=1 , et en substituant, dans l'expression 
'> ^ . — 

générale 1/ -j \"t^ +-T" * ^^ valeurs données par la somme des 



quarrés des trois équations {V^ de l'art. 11 48, après avoir fait, dans 

ces équations , a?'=o , j^=o , «= i , on aura 1/ — '' — ^'^ r J"> 

=: la vitesse du point dont il s'agît. Le rayon du cercle qu'il décrit 

.^ y p^ + q^ 

= sin.y = i/'i— cos.*y=i/'cos,*a+cos7?=r7= ^- ; dési- 

gnant, par ^, la vitesse angulaire cherchée, on a 
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le premier facteur de cette valeur de y rst égal à l'unité; jwur le dé- 
montrer on déduira, de l'ét]uation (3) de l'art. 1 144, et de la deuxième 
équation (4), du même article, en ayant égard aux équations de 
condition^ de l'art. ii39, la valeur de (p*+^') ^t* qu'on trouver? 
égale à 

quantité qui se réduit à ses trois premiers termes , en vertu de la 

troisième équation (3) de l'art. ii39, de laquelle on t>re. 

y,^yi-\-y„^y,i + y,„^y/„='0;s^m\ on asîmplement 

La vitesse angulaire demeurera invariable lorsque la quantité 
jp" + f}* + f* sera constante; et cette conditioD peut être remplie sam 
que pj <) eir soient, chacune en particulier, des quantités constantes. 

1146. Les composantes de la vitesse absolue, ... - -Tt -^ , 

d'un des points du corps, prises parallèlement aux axes fixes des x^ 

dx dy di . ,,, , . 1- I 

r et 5 sont — r— > — ¥- » — s— ; a I mstant ou ces vitesses ont lieu, les 
•^ dt dt dt 

axes mobiles des ^,}Jff et z^ ont de certaines positions que l'on doit 

regarder comme constantes pendant le temps élémentaire dtj ainsi, 

pendant ce temps, élémentaire, chacune des vitesses — ; — , — ^— , — ^ 
*^ ' dt dt ' dt 

]>eut fournir trois composantes, respectivement parallèles aux ^t>y,t^,> 

dont on aura les valeurs, en multipliant les vitesses dont il s'agit par 

le» cosinus a,, a^j, etc. des angles qu'elles forment avec lesx,,-^ , 3^; 

voici le tableau de ces composantes, dans lequel on a placé, sur 

une même ligne liorizonlale , chacune de celles qui dérivent d'une 

même vitesse parallèle à un des axes fixes: 
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« 



Vitesses d*Ûii des points 4u 
corps , prisée parallèlement 
aux coordonnées or, ^, z da 
ce point* 



itfc 



«m 



di 

EL 

dt 

dz 



Composantes des vitesses ci-à 
coté , parallèles aux axes des 



X 



dx 

' dt 
" dt 

dz 



a. 



m 



dt 



• 




. dx 
^' dt 

" dt 

^"' dt 


dx 

V . . 


^' dt 


^" dt 

dz 
^"' dt 



^ 



rassemblant les termes qui se rapportent à un même axe , on a 



. Vitesses du point qui ré- 
pond w%, coordonnées x, 
jr , z, prises parallèlement 
aux 9Li^e9 des 



' ' dt 



dx . dy . dz 



'^'"2r+^' 



dx 



dy 
dt 

dj 



+ ^. 



dt 
dz 



+y«-5r+>' 



f dt 

d% 



m 



dt 



On peut donner d'autres formçs aux expressions de ces vitesses , en 

remplaçant -?-, —j^. —y-^t par leurs. valeurs tirées de l'équation {V) 
* dt dt dt 

t 

1 ■ • 

de Tart. 1143; si^ de plus, on introduit, dans les résultats des substi- 
tutions, Jes valeurs de p ^ q et r, art. 1144^ équations (i), ^" ^^^^ 
pour les vitesses respectivement parallèles aux ^/> J^,^ et «^^ toutes 
réductions faites, les expressions y«, — ry^i r^t — p^ti PJt'^^^ii 
et ce sont précisément celles que nous avons trouvées égales à ^éro, 
art. 1 144, lorsqu'il s'agissait de déterminer la ligne dont tous les points 
étaient immobiles pendant l'instant 4^ 

1 147. Ces doubles expressions des vitesses parallèles à un même axe, 
trouvées dans l'article précédente foiirnissent les équations suivantes } 

I 48 
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dt 

~dr 

EL. 
dt 



-P'i 



(3). 



Tirantdeceséquationslesvaleursde— ï- , -^, -j- 1 P' employant, 
^ dt dt Jl ' ' 

dans les réductions, les ^gâtions de l'art. 11 89, on a 

-j^ = «,(?»,^<r,) + '',('*, —/'»,) + )'/(/'/' — ?^J 

-^■*.»,/,(??,^w:<)+*///("','-/",)+3',„(/y,— ^ï.) 

Les difTérentielles de ces équations, par rapport à /^ sont, en se 
rappetajat que <r, ^ jr^ et'*,^ art. 1142, ne dépendent pas du temps, 

-^ =a,(!i,df—y,dr)-^S,{Xi^r—'M+7Àjr,'l/'—''A) 

+ (?»/— CI',) ''", + ("', —/"«,) '''',+ (py— i^ii^ii 

-£ = ''„{=,''l—J,'''-) + ^ii(.^,''''—';'lp)+7,Àr,^P~^A) 

+ (y», — cr,) "'«„+('■', —/'2,) ''*„+ («y, — »-^/) «^D 
+ (»=,— cr,) ''''«,+('•*,—;«,) '^*„, + ter, —»■»,) ''/„, 

en divisant, par (^/^ les premiers membres de ces équations, on aies 
composantes, respectivement parallèles aux axes des x^y et Sjdela 
force accélératrice du point du corps dont la position est déterminée 

ddx 



se décompose elle-même; parallèlement aux x,_, j',^ j,^ en a^ ■ 
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ddy ddz , j ,' ddv dâz 

a,. — 7-î^^, a,,, — - — - , et chacune des deux autres — »~^ et *--- — , 
" dl^ ' '" dt^ ' dl* dt^ ' 

fournit des composantes analogues, auxquelles il faut appliquer les ob- 
servations faites dans l'article précédent sur les vitesses parallèles aux 
^i>yt> ^i^ rassemblant toutes les valeurs qui se rapportent à un même 
axe, et désignant par p^^ q^, r^, respectivement,, les composantes de 
la force accélératrice da point dont il s'agit > pises pairallëlement atix 
a?y > j', et z^ ^ on a 

ddx ddy ddz 



( 4 }•'••• - * 



Pi=^<^t -377- + «// —TTr- + <* 



dt* ' " di» ' '" df^ 



- ddx . ddy ^ ddz 
ddx j^ . ddy ^^ ddi 



ri 1 ^ ddx ddv dd% , , ^- » j 

remplaçant — - — , — -^^^ et — ; — , par leurs valeurs tirées des 
^ ^ dt^ \ dt^ . di^ ^ 

vquations (3) eX employant, dans les réductions, les équations qui ont 
précédenmient servi au même usage, on a, finalement, les équations 
suivantes qui^ divisées par dl, donnent les valeurs de p,j ^^> et r^j 

Îp,diz=, Zfdq —jr^r + (:pj,~fix;)qdt + (pz^—rx) rdl 
q^t ^x^r— z,dp +. \q^4—py^pd^ + (y«/— ^i\r^^ 
^jdtrrJi^—^idq + {fx,^pz,)pdl + Xry^^.q^^qdt 

• il. •<. .«I '.•• 

Déterminations relatives au moment. principal .qui sa rapporte au point fix^ 

autour duquel le mobile est assujetti à tourner. 

1148. Je vais rappeler aux étèves le^ principales propositions de 1a 
théorie générale des moments y c^e j'ai exposée; art. 167 et'sùi\^ants, 
les propriétés démontrées dans cjuelques'-un^ âe ces articles, servant à 
introduire dans ^analyse des problèmes relatifs au mouvement Je^ corps, 
des simplifications analogues Ji celles que fournissent les propriétés du 
centre de gravité Ct dés' axés' principaux. Ori k vu, art. 170, que, parmi 
toutes les lignés qu'ofa poûyait'mener *par un p^oiiit do'nné , il y en ava?t 
une par rapport & laquellip la sôtnm^ des nioments d'un système rfe 
forces, ou )e motivent um(]^qei, équivalant à cette somoiÇ/ 'était un 
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maximum. Désignant, par K^ ce moment, que ^Rappellerai moment 
principal j on a, art. cité, 

Ly M ti N étant les sommes respectives des moments des forces> par 
^rapport à trois axes rectangulafres , assujettis» d'ailleurs, à la seule 
condition de se couper au point donné., pour lequel point Z> + Af' +iV^ 
est une quantité constante; quoi quexhaCuae, en particulier^ des quan- 
tités Ly M et N puisse varier suivant les diverses positions de» axes 
rectangulaires. 

Si, pour une position déterminée de ces sxes, j4,^ B,, C,j repré- 
sentent les angles respectif qu'ils forment avec la ligne ^ ou axe da 
moment principal, on a, article cité, 

(2) . . . • < cos. -r^, = -j=- ; cos.x>,= — — ; cos. 6,= — - \. 

II 49. Voici une des conséquences remarquables, déduite, dans 
les articles ci -dessus cités, de l'analyse par laquelle on est parvenu aux 
déterminations de l'article précédent. Le moment principal K^ dont la 
valeur est donnée, pour une origine de position déterminée dans Tes- 
pâce, varie, lorsque l'origine, à laquelle il se rapporte, change, en 
sorte qu'il existe un point, dans l'espace, tel que le plus grand des 
moments, pris relativement aux lignes qui se coupent à ce point, est, 
en même temps, le plus petit de ceux de son espèce, c'est-à-dire, que 
ce moment est, parmi les moments principaux, un minimum maxi- 
morum : pour déterminer la position de la ligne droite qui jouit de 
celte propriété, on cherchera la valeur du moment principal Ky con- 
venable à un point arbitraire de l'espace, concevant ensuite chacune 
des forces, qui entrent dans l'expression de ce moment, appliquée au 
point arbitraire, dans une direction parallèle à celle qu'elle a eiïecti- 
vement , et déterminant , par les formules de l'art. 65 , la résultante 
générale R de ces forces, ainsi transportées, et la direction de cette 
résultante, que je suppose faire un angle y avec l'axe du moment 
principal K^ on élèvera di| plc^n renfermant cet axe et la direction de Ry 
une perpendiculaire ^yant, pour origine, le sommet de l'angle O y et 
on mènera^ par le point de celte perpendiculaire placé a la distance 

T\ si II. G 

' ■. du plan^ une parallèle, à la direction de R^ laquelle sera Taxe 
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du moment minimum maximorum , ce moment ayant pour valeur 
K COS. 0. 

J'ai fait voir, art. 200 et suivants, comment ces belles propriétés des 
moments étaient liées à celles des aires. 

I i5o. Une molécule, quelconque, du cor|)S assujetti à tourner autour 
d'un point fixe, molécule dont je désigne la masse par mj et dont les 
coordonnées, fixes dans le corps, et mobiles avec lui , sont x^^y^^ et z^, 
a, au bout du temps /^ art. 1 1 46, les vitesses q%f — /j,^ rr, — pZfy pjr, — yj?,> 
respectivement parallèles aux x^^jr, et Zf^ desquelles résultent, dans 
les mêmes directions^ les quantités de mouvement m{qz, — z^/)» 
m (rœ, — p^f)* ^{^PJi — 9^t)f qui représentent les sommes Pcos.a, 
Pcos. t!y P COS. y , àe l'article i6â, et dont les moments , repectifs, 
par rapport aux axes des x^^y^ et z^ sont, articles cités ^ 

mzXrx,—pz;)—my,{pjrf—qx,) 

m^i{py—^^h--mz,{qzf-^ry,) 

les sommes de ces moments, prises dans toute l'étendue du corps, sont 
les quantités représentées, art. 169, par L^ M et N et on aura, en 
faisant attention que pj q et r^ ne varient qu'avec le temps, et doivent 
être considérées, comme constantes, lorsqu'il s'agit d'intégrales relatives 
à l'étendue, prises à un instant déterminé, 

ÎI^=qS{^^iy^'^Kf{mx,z,)—pf\ /wCr,* + V) I 
M=rf{mjr,z,)+pf{mj^x;)—qf\m{x^^+z,^) \ 
N=pf{mz^x;) + qf{mzy^)-rf\m(x,^+y;^) \ 

Ces expressions deviendront beaucoup plus simples , si on prend 
pour axes des x^^j^ et z^y les axes principaux qui ont leurs tnter- 
sections communes au point fixe; on aura, par la propriété de ces 
axes , art. . 1 067 , 

/(ma?jr^) = o;/(i»a7a,)=o;/(jwj^a,)=o 
et en faisant, pour abréger, 

les valeurs de Ly M et N deviendront, 

(a) L^—Jp; M^^Bqj N= — Cr. 

La valeur du moment principal y rapportée au point fixe, sera, 
art. IÏ48, k^y^V-f B*^*+C*7* et les cosinus des angles formjés par 



fec les x,,j^f. et tfj des angles respectifs, 
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l'dxe de ce moment principal et par Jciii sa/si,it% ^^^'JO ^ */j *^'^>'*» 

respectivement, article ciié, 

(3) r^p ~^^ "^' 

L'axe des x^ faisant s 
dcoit les cosinus sont, art. 1 139, ct^y ë, et y, si on multiplie ctiacun 
de cea oosimis a, , 6, , y, , pr celui des cosinus (3), qui se rapporte 
atrntùmc axe, lasominedes protluits sera, d'aprirs le lliit>rème cunnu de 
trigonométrie , le cosinus de l'angle furmé par cet axe des x et par 
i'axe du moment principal; les angles formés par celui-ci et par les 
Bxcs des^ et des 2 s'obtiendront de la même manière, et on aura 

Aa.,p-\-BS,q^Cy,r 



(4). 



Cbtin&i de l'anigle for> 
me par Taie da noment 
principal , qui «e rap - 
porte au point fixe, et 
par l'axe de* 



AcL„p -t- B6„ g + Cy,f 
"~ y^A^p* + 5* y» + 6» r* 

)/^Â^p»TW^c*f* 

Valçiin dei quantitt-a pdt, qdt et rdt en fonction! dea angfn 

ii5i. En comparant les valeurs de •^,jj',, s^, données, art. 1139, 
écjuation (2), avec les valeurs des mêmes indéterminées tirées de l'équa- 
tion (A), art. 1 140, on trouve les relations suivantes entre les coeffi- 
cients (le Xj jy et Zj dans ces diverses équations, 

a^ = cos.i/'Cos.^ — srn.^isin.^cos.^ 
, = COS. ^ si n. 1^ COS. ^ + si n. 1^ cos. <p 
^, = s'm.ûs\n.4) 
^ ^= — (sin.i,icos.^cos.^+sin.#cos.i/^) 

(1) ■ ^„ = cos.i/'cos.^cos.^— sin.^sin.ipt 

^,^^ = sin.^cos.^5 
)'^ = sin.^sin.^ 
, = — cos.i,Jsin.^ 
( /„^ = cos.^ 
et on a, j>ar les équations ( i ) de l'art. 1144, combinées avec les ('filia- 
tions (3) de l'art. iiSp, 
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fldi=—{y]da, + y„àa„ + y,„du,,)=a^dy, + a,/y,, + <z,,,/^y,,, 
rdt^S^a,-ir€,,dct,,Jt6„^(i,„ 

DiBïrentîant les valeurs de y^, y,,, y,^^, et composant les produits 
^i^7t^ ^11^7 11^ ^ni^7én> '^ ^^"^ d'après les équations (i), on a 

y J (co$.^\^sin.^co8.^ — sin.)/'Cos.)/'SÎn.^cos.^sia.^)â?vf- 

' ' \ + (sîn. ^p co8.\^ COS. OcQS.^ — sîn.* \p cos.* ^sin.^) dO 

^ . J (sin.7^cos.i^sin«^cos.^sin.^-|-8in.'\(8in.^cos.^)//)^ 

' ' (; — (co^.^^f' co8.'^8in.^ + sin.^co^.^î'Cos.i^cos. ^) d$ 

^111^7 il "= — v£îi.^0%\fh.^40 

Ajoutant ces équations, et réduisant, on a 

pour déduire, de cette valeur, celte de ^ ^ày ^^^ ^^dy ^^-^^iS ^^^dy ^^^^ il 
suffit de changer les a en ^, et je remarqué que, pour opérer cç cban* 
gement, on doit, simplement, dans les valeurs de a^, a^^, a^^^, données 
par les équations ( i ) , substituer —sin. ^ à cos. ^ et cos. ^ à sin.^, d'oii 
je conclus 

tS^dy^ + €^^dy^^^iS^^,dy^^^——%m.0i\x\.4^d'^—CQ^.^d0 
passant à la valeur de â^da^^tf^^da^^-^S^^gda^^fj j'observe qu'en difTé- 
rentiant les a, par rapport à ^^ on a 

et, qu'ainsi, le coefficient de d^, dans cette valeur, serait 

^' (^) + *" (f;-) +*"> (^) = "'- + '«* + ^"'" = ■ • 

(art. I iSç). En différentiant ces mêmes a par rajqiort à 0, on trouve 
que les termes du coefficient de d0, dans la même valeur, se détruisent 
réciproquement, et on a, pour déterminer le coefficient de d\l/^ 

^ fda\ J sin.^\^cos.^^cos.^4-8in.\f'C08.\f sîiL^cos.^ cos.^^ 

' \d\pj \ +sin.^ C08.^8in.\{'CO8«^4-8iR.'^a)s.^^cos.^ 

/Ç f^^\—i — 8În.\^cos.T^8in.^cos.^cos.*^4"^o5-*^^^^**^^os.^ 
^'\d\pj \ +sin.^^8in.^\^cos.^ — sin.)/' cos.\^sin.^ cos^ 



^/// 



ydyf. J- 
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rt on déduit de ces résultats de calculs 

S, da,-\.Sf, da„-^ €i,ida.,„-= d^ + cos. Odili 
On a ainsi les trois équations suivantes , lesquelles réunies à trois 
autres qui seront données et démontrées ci -après, servent à r&oudre 
tous les problêmes relatifs au mouvement de rotation dVm corps solide 
autour d'un point fixe. 

{^(//=sin. sin. ^ <^i^+cos. ^ d9 
çdt:=i\a. cos, ^ dt^i — sin. (6 dO 
rdt±=.d^+cos.ffd\p 
iiSsi Voici d'autrea relations entre les quantittîs a.,, S,, y,, etc., 
et les quantités p, q eX r qu'il est bon de connaître. 
Si pn fait trois sommes des ^rpis équatioqs 

q dt= q,,dy'4a,„dy„^ <^,„dy,„ 
^pdt=S,dy,^6„dy„^S,„dy,„ 

^=yi^y,-vyi,ày„-^y,„dy,„ 
après les avoir multipliées, respectivement par a,j S,, y,, pour faire 
la première somme, par a„, ^„, y„, pour faire la deuxième, par 
"///» ^iu> y ni* po*"" f*'"* '^ troisième, on trouvera, en ayant égani 
aux équations, (art. ii39), 

{dy,=i<^,i^^,p)^t 
^y„=.i'^,t'}~^,iP)^i 
^yn, = {^,„^~^„^) dt 
pn déduira^ pareillement, des équations, 

pdl = y,d6,^y^,d6„^,,y,dS,^^ 
— rdt=a.,dS,^a„dS„^a,„dS,„ 
9=S,d6,^6„d€„-^S,„dS„, 



les vali 



leurs 



et des équations 






r) dt 

(5) ■[ dS,^ = {y„p~a,j)dt 

„r)dt 



rdt=^€,da,-\-€„d(i„-\-€,„da„ 
— qdt^y,da,-\-y„da.„-\-y,„da.,„ 
Q = a, da, 4- a„ da.„-\- a,„ da,i^ 
les yaleiirs 

{da,^ {ff,r=y,q)dt 
da„={5„r-y„^)dc 
da,„^{S,„r—y„^)df 
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Bn on a les trois équations 

pda,,'\'qdS„^rdy„:=:^o 

qu'on rendra identiques en y substituant les valeurs de da,, diF,, etc., 
données par les équations (4), (6) et (6). 

Déterminatlont ultérieures , relatives à la théorie générale du mouvement 

d'un corps solide autour d'un point fixe 

ii63. Je n'ai fait entrer en considération, depuis Tart. 1141^, que les 
propriétés du mouvement qu'on peut appeler géométriques , et les 
phénomènes de ce mouvement, relatifs aux vitesses et aux forces accé* 
lëratricesi effectives ^ A^ ses différents points, en faisant abstraction 
des causes motrices qui les produisent. Je vais, maintenant, introduira 
ces causes motrices dans l'analyse ^ et compléter le système des équa«> 
lions par lesquelles on détermine toutes les c|rcon3tances du mouvement 
de rotation. 

Chaque point matériel ^a sa position déterminée, à un instant queU 
conque, par rapport à trois plans coordonnés fixes dans l'espace, dont 
les lignes d'intersection sont les axes des x^y et z} l'origine de ces 
coordonnées , placée au point fixe de rotation , est aussi l'origine de 
trois autres coordonnées x^y y^ , «, ^ rectangulaire3 comm^ les pre- 
mières, mais parallèles à des axes fixes, dans le corps, et mobiles avec 
lui; malgré la mobilité de ces axes on peut, qiiapd il s'agit des phé- 
nomènes instantanés du mouvement , prendre , parallèlement & leurs 
directions, les composantes des forces appliquées au corps, ces direct* 
lions devant être censées invariables pendant le temps élémentaire dt^ 
et on a déjà vu, art. 1 146 et suivants, de pareilles décompositions des 
vitesses et des forces accélératrices effectives d(9S molécules du corps. 
Soient, donc, mX^^ mJT, et mZ, )es composantes, respectivement 
parallèles aux ^i^Jt^^iy ^^ ^^ résultante de toutes les forces appli- 
quées à une molécule dont la majise ==;» 199^ continuant à représenter, 
comme je l'ai fait, art. 1 147, par ^,^ q^j et r, les forces accélératrices 
effectives de cette molécule, respectivement parallèles aux mêmes axes, 
les conditions de l'équilibre devront, art. io38| exister en vertu dq 

I 49 
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principe général du mouvomcnt , dans la masse entière du corps, eninr 
les forces motrices 'nX,^ mi',, rnZ,, — mp„ mq,, mr,} ou entre les 
quantités de mouvemeat élémentaires ( JT, — p,") mdt f{^ V, — y,) mil, 
(Z^ — r,) mdt. Ces conditions s'expriment, art. 369, par trois équa- 
tions qu'on forme en égalant, à zérn, les momcnis des forces considérés 
relativement à trois axes rectangulaires quelconques dont rintersection 
commune est au point fixe; on a, donc, dans le cas dont il s'agit Ici, 

(3f) \f\ .T,{Z, — r,)mdl—i,{X,—p,)mdt \ =0 

\f\^Ài%-'/i)'"dt-j,{Z,-r,)mdl\=ç> 

les intégrales relatives à m^ et à Xf^y,, 3, doivent s'étendre à la masse 
entière du corps. 

1154. Je représente, pour alHvger, les sommes des moments des 
^rces motrices dues aux puîasaDces exténîeures, par N,, N^,, TV,,,, 
c'est-à-dire, <|u« je pose les équations hypothétiques, 

(l) \fm(i,X,—x,Z,)=N„ 

U"{j.z.-^,r,)=N„, 

les équations ( i ) pretwlront U ^rme . 

ifm{x,rf,dl^y^p,dt) = N,dt 
fm{z,p,dt — x,r,dt)= N„dt 
fm{j-,r,dl—z,q,dt)^N,„dt 

J'ai donné, art. 1147, équations (5) les valeurs des vitesses élémen- 
taires p,d[, q,dtj r,dl, et ces valeurs peuvent être substituées dans les 
équations précédentes; les équations, résultant de ces substitutions, 
rtiiferment des termes de la forme Jmx^^, Jmj,^ , fmz^, 
J'm.TiY, , finx^z, , fmy,z, , et sont susceptibles de simplifications 
ronsidéniblcs par des choix convenables d'axes coordonnés ; en effet, 
si on prend, pour axes des t,,j, et ;,, les ;i.\es principaux du corfS, 
qui ont leur intersection commune au point fixe de rotation, tous 
les termes de la Îmxxwc fmx^Zi, fmx ^z,^ , fmj z^, disparaisseol, îi 
ne reste que les termes de la ÎQnwcfm.x^ffiny^,fmz^, et on 3 
les valeurs suivantes. 



(3) 



» • • < 
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{■\-pqdtfm{x,'^—yfy 

fm{z,p,dt—x,y,dt)=\ ... ^ 

\-\-rpdtfm{z*—x,^) 
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f»^ijr,r,dt—z,q,dt) = 



Les axes 
des X, , ^, 
et z, , sont 

des axes 
principaux. 



(4).... 



dpfm{jr*-^s*) 

■^^rdtfmijr^—z,*) . 

Désignant par A, B, C, respect! vçrhent, les moments d'inertie du 
corps par rapport aux axes des x^,^^, z^, on a 

f /w O/* + V) = ^J/"* (a?/+«/) = Bj fm (a:/ +j*) = C 

fm{x,*-y,'^)^B-A 
fm ( «/ — ar/ ) ^A— C 
fm{j*-s»)=^C^B 

Ces valeurs étant substituées dans les seconds membres des équa- 
tions (3), et ces seconds membres étant, après les substitutions, mis 
k la place des premiers membres des équations (a), on a les suivantes, 

Bdq^\A-^C)rpdt—N^^t , 
AdpJ^\c^B)qrdi:=^N,^,dl; 

dans lesquelles pdt , qdt, et rdt, ont, art. 1 i5i , les valeurs 

ip ^/=:7 sin. ^sin. ^ d'\J^'\-CQ%. ^ dû 
qdt^psi%\Tï.0cos.(pd'\p — sm,^dff 
rdi :=sd^J^ COS. ffdxp 

II 55. Les moments iV),, N^^, N^^, des forces motrices imprimées 
sont pris par rapport aux axes mobiles des z^^ y^^ x^y dont les posi- 
tions instantanées sont liées à celles des axes fixes des op^y^ et 2^ au 
moyen des angles yff, ^ et 0\ ainsi N^, N^^ et IV^j, sont fonctions de 
ces angles; Or la détermination de tous les phénomènes du mouvement 
se réduit à la connaissance deji valeurs que ces angles yp, ^ et éprennent 
à un instant quelconque; et on peut, des six équations (5) et (6), de 
Tarticle précédent, en déduire trois, qui seront diflférenti elles du second 
ordre, entre ces mêmes angles et le temps ij ces équations renfermant, 
d'ailleurs, les moments d'inerUe Aj^jÇ qui déjpendept de la coqsti- 
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tution du corps, et les quantités relatives aux puissances; donc^les lois 
des actions des puissances étant données , on poiirta déduire , des 
équations citées» les valeurs des inconnues ip , ^ et 0, et, récipro- 
quement, si on connaît, a priori, la loi du mouvement effectif, on 
en conclura les expressions des puissances capables de produire ce mou- 
vement. 

Je ne parle, ici, de l*élimination des quantités p, q, r, et de leurs diffé- 
rentielles, dans les équations (5) de l'article précédent, qu'afin de hiie 
concevoir comment la solution générale du problème du mouvement 
de rotation peut être ramenée à trois équations du deuxième ordre; 
mais il est convenable et commode de conserver les six équations du 
premier ordre, et on va voir des exemples de leur emploi. 

Application de )• théorie expowa dans le chapitre précèdent , au caa de la 
pesanteur terreatre. 

ii56. Le mobile étant supposé un corps pesant, je prends, pour axe 
des z, la verticale passant par le point fixe de'^rotation , et g étant la 
force accélératrice constante due k la pesanteur terrestre , chaque force 
motrice ^/n sera parallèle à s, et fera, par conséquent, avec tes coor- 
données x^^y^yi,, de la molécule m, les mêmes angles que fiiit l'axe 
des 4 avec ces coordonnées ; on aura , ainsi , les valeurs suivantes 
des composantes X„ Y,, Z^, des forces accélératrices respectivement 
parallèles aux !^,,^,, »/, 

(,)....X,= ,a„,; r,=«if,„; Z,=^y,„ 
Soit M la masse entière du corps; a^^ ^tr^/»^ coordonnées de son 
E de gravité, respectivement parallèles aux axes des s 
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r CdrJf.{B^A)pqdt^gMdt. {a,iS,„-b,a,J 

<4). ,.. i 'Bdq-^{A—C) rpdt^gUdt. (^c,a,„—a,y,„) 

\Adp;\.{,C-B) qrdt^gMdt. {b,i,„-c,t!,„) 

Sxamen partiMSier du cat où la corps , mu eu vertu d'une impulsion initiale y 
ii*est , après cette impulsion reçue , soumis à aucune force extérieure.— Usage 
des propriétés de l'axe principal et du plan principal des moments , pour 
simplifier l'analyse du mouvement d^ rotation. 

.1157. Les seconds membres des équatiops (4) 9 de rarticle précédent, 
sont nuls dans deux cas ^savoir; i®. lorsque le corps est supposé sans 
pesanteur , ou qu'on a ^=0; 2®. Lorsque le point fixe, de rotation, 
est son centre de gravité, ce qui donne «^ = , ^^=0, c^=0} ce 
deuzièirie cas rentre d'ailleurs dans le précédent, parce que la résultante 
des poids de toutes les nioIé<:ules du côrpç passant par le centre de 
gravité^ si ce centre est immobile, le corps se trouve dans le même 
état où' il serait s'il n'était pas pesant. On a ^ dans Tune et l'autre 
hypothèse 9 les équations suivantes qui sont intégrables; 

{Cdr + {B—A)piidi=o 
Bdç + iJ'-Cyrpiii^o 
Adp + ( C—B) qrdt^o 

multipliant la première par r, la deuxième par 7, la troisième par//, 
et faisant leur somme, il vient 

Crdk+Bi/drt^' Apdp'=o 

substituant aux facteurs r^ q et p les facteursl Cr, Bç tt Ap et faisant 
encore la somme des équations produits ^ on a 

C^rdr + B^qdq + A^pdpzs:o 
équations qui ont, pour intégrales 



fa) [ Cr^^'Bq^^Ap^^h^ 

^ ' \C^r^-\-B^q*^A^p^^k^ 



h^ et h^ étant deux constantes arbitraires toujours positives ; k 
est^ art. ii5oi la valeur du moment principiit rapporté au point fixe 
de rotation. 

On déduit dea équations (^ ) les valeurs de p^ et 7*^ sayoir; 
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k' — Bh'-^(,li—C).Cr' 



(3). 






B{B—A) 

substituant les valeurs de /? et ç dans la première des équations (i ), 
et prenant la valeur de dt, on a 

iAB'\'i Cdr 
(4)....rf^= "—l 

lk^ — Bk>-\-{E—C).Cr'^J\Ah^—k^^-{C-^A)CT^'f 
on n'a pas encore de méthodes pour obtenir l'intégrale de cette équa- 
(ion sous forme finie, excepté dans le cas particulier où deux des trois 
quantités Aj B, Cj seraient égales entre elles, et dans celui oii les 
constantes arbitraires auraient entre elles les relations k'^^Ak* ou 
Ji^ = Bh*. Mais on peut, dans loua les cas, calculer la valeur de l^ par 
la méthode des quadratures, lorsque celle de r est donne'e, et récipro- 
quement; et comme /? et ç sont exprimés en o par les équations (aj, 
on a les moyens de connaître les valeurs de />_, n et rj correspondant» 
à une valeur quelconque de'A^ 

1 158. Nous allons^maintenant, déduire des équations (i); deJ'article 
précédent , d'autres intégrales qui conduiront à des résultats remar< 
quables. 

Je multiplie les i^", a*, 3', de cefi équations ( i ), par les facteurs 
respectifs y,, S,, et a, et j'ai, pour la somme des équations produits, 

(■)••.... {+\«,''lMP7,-'-<',)qdl\B\=o 
\ + \a,dp + {rf,-,iy,)pdt\A] 
or on tire, des équations (4), (5) et (6), de l'art. 1162, 
f dy,^{a,q~S,p)dt 

(3) j dS,^{y,p — aj)dt 

\ da^={S,r — y,ç') dt 
valeurs qui, Substituées dans ( i ), donnent 

C.d{y,r) + B .d{S,<)) ■{■ A .d{a,p)==o 
en prenant, successivement, pour facteurs des équations (i) de l'article 
précédent y„, S„, a,,, et y,„, S,,,, a,„ et combinant les sommes <!« 
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équations produits avec des équaliotia^ tirées de (4) , (5) et (6), 
art. II 5s, on obtiendrait- deux autres équations différentielles abso- 
lument semblables k la précédente, aux accents près de a, ^ et y ^ en- 
«orte qu^on aura ultérieurement, les trois sùivahtes> 

lesquelles ont, pour intégrales 

{Cy,r + Bf^ç + Ja,p = l^ 1 /,, /„^ /,„ • «ont 
Cy^^r + BlS^^ç + -^.<2>^/^= /^^ > les copsUntes vbi- 

I lOç.Si on forme les quarrés de ces trois intégrales, on aura, toutes 
réductions faites, et en ayant égard aux équations de Tart, nSç, qui 
font disparaître les a, ^et y, 

OIT retrouvera, ainsi ^^ la seconde des intégrales (a), de l'art, iiSy, et 
on aura réquat ion dQ condition 

ainsi les trois intégrales (4) de l'article précédent, ne représentent que 
deux équations distinctes; je vais, avant de procéder à la recherche de 
la troisième, tirer quelques conséquences de ces intégrales (4), qui 

seront fort utiles pour simplifier l'analyse 

iiop. Jtn comparant avec les équations (4), art, lï.oo, et (i), 
art, I iSg, les formules (4). dé l'art, i i5o, qui sont les valeurs des cosinus 
des angles formés par l'axe du moment principal appartenant au point 
fixe de rotation, et par les axes des ^ * <Ka s , dn voit que les numé- 
rateurs de ces expressions sont les premiers membres des équations 
(4), article 11 58, et que le carré du dénominateur commun est le 
premier membre de Péquation ( i ) , art. i iSg; on a donc, en substituant 
à // + /,/ + /^^^* sa valeur A^, 



Cosinus de l'angle formé par l'axe 4u. 
moment principal, qui se rapporte au point « 
fixe de rotation^ et par l'axé des 
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^, 



/c 



r-' 



lu 



z 



l.n 



'•^ 
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Les valciln de ces cosinus se composant de quantités constantes, U 
position de l'axe du moment principal est, par conséquent, invariable, 

dans l'espace, puisque les expressions j- , ^ , 'Jf-^^ déter- 
minent par rapport aux axes fixes des x ^y , zj quant à sa position, 
instantanée, pàf rapport aux axes mobiles des x^^y^, s^, elle sera 
donnée par les formules (3) de l'art. ii5o, les quantités p , tj ei r 
étant censées connues , a un instant quelconque, par les équations (s) 
et (4} de l'art. 11^7. 

Voilà, donc, ime propriété, très-jniportante , liée à la théorie gé- 
nérale que l'ai e:^posée depuis l'art, ibj jusqu'à l'art. 199, et appar- 
tenant au mouveinent de rotation, autour d'un point fixe, d'un corps 
solide, qui a ce mouvement en vertu d'une ipipulsion primitive, et, 
qui , après cçtte injpulsion donn.ee , n'est sollicité par aucune force exté- 
rieure; il existe gn splc, passant parle point fixe, qui est l'axe principal 
des moments, et, par conséquent, un plan, perpendiculairç à cet axe, 
et passant par le même point fixe, désigné par le nom éc plan prin- 
cipal des moments j dqnt les positions sont invariables, pendant toute 
la durée du mouvement, et peuvept se diflermïner, à chaque initant, 
par rapport au¥ plaiis pipbiles ^ui renferment les axes principaux du 
corps. 

La propriété dont je viens de parler est intimement liée k U théorie 
des aires, et les propositions démontrées, depuis l'art. 20Q jusqu'à Var- 
liçle 214, établissent et expliquent complètement cette liaison. 

1161. Le premier parti à tirer de l'Invariabilité de position du plan 
principal des moments est d'en faire un des plans coordonnés fixes; 
soit ce plan celui des ccjrj l'axe principal des moments qui deviendra, 
alors , l'axe des z , faisant , avec les axes des x^ , j^ et s^ des angles 

dont les cosinus rcspeclifs sont , article i i5o , , 

_ Jp Bq Cr 

k ' ~ir^ ^' 

représentés par «^^^, ff^^^, y^^^, on a 
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ou, en mbstituant à a^^,, Zf^„, y,,, leurs valeurs tirées des équations ( i ) 
de l'art* iiôij 



(2) 



sin. ff sîn. ^ = — ■ ^ 
sin. ^ COS. ^ = 7^ 



COS. ^ =5 — 



(7r 



équations qui serviront à déterminer les apgles ^ et. ^ en fonction du 

temps. 

Éliminons ^^ entre les deux premières équations (6) de Tart. 1 154, 
nous aurons j après avoir multiplié l'équation finale, par sin. 0^ 

s\n.^ûd\p=sin.ûs\n.4ppdl+ sin.ûcos.<pçiit. 

d'où on tire, en substituant les valeurs de sin. ^sin. ^ et sin.^cos. ^, 



et celle de sin.* ^ = i — cos.* ^ = i — 



A* 



(3) 






ajoutant^ au numératenr, Cr^ — Cr*, et faisant attention qu'on a, ar* 
ticle 1 167, équation (a), Ap^ +Bç^ + Cr^=^A^ , l'équation précé- 
dente devient 



(4) 



^^■=- y-g^' Ui 



substituant, pour dt, s^ valeur, art. 11Ô7, équation (4)1 la valeur 
de dyj/ ne contiendra plus que r^ dr et des quantités constantes; ainsi, 
en procédant, par la méthode des quadratures, on pourra avoir \( en 
fonction de r, et comme rest censée connue en fonction du temps, le 
troisième angle ^ se trouvera déterminé* Otte valeur de t^en r renfer- 
mera une constante arbitraire et sera la troisième intégrale des équa- 
tions (6), art. 1154. 

II 62. Toute l'analyse précédente^ depuis l*art. ii57,a pour objet 

l'intégration de équations (5) et (6) de l'art. ii54, appliquées au cas 

où le mobile ne se meut qu'en vertu d'une impulsion iiiitidle; nous avions^ 

pour arriver à ce but, à déduire, en fonction du temps^ les valeurs des 

I 5p 



394 Dynamique ÉLéMEHTAiRE. 

six variables p i .q > r» '^•0, ^., de iix équations différentielles du 
premier ordre, ou, seulement, les valeurs de ^, ffy ^yde trois équa- 
lions diflerentielles du second ordre; nous aurions dû, par conséquent» 
dans l'un et l'autre caSj avt)ir six constantes arbitraires, et nous n'en 
avons que quatre, savoir^ k j'h et les deux constantes qui proviendraient 
de l'intégration de l'équation (4) art. 1 iSy et de celle de l'équation (4) 
de l'article précédent; cette simplification est due au choix que nous 
avons fait du ptai^ principal des moments pour plan xy^ en effet l'axe 
des a étant, dans celte hypothèse, l'axe principal des moments, les 
angles formés par cet axe principal et par les axes des x et des^^ sont 
devenus des angles droits^ ayant leurs cosinus, exprimés par les deux 
premières formules (4) de l'art. ii5o, égaux à zéro; de là l'égalité à 
zéro des premiers membres des deux premières équations (4) art. 1 158, 
et, par suite, l,^o, /„=o, l„,=k*\ il ne reste, de toutes les cons- 
tantes introduites par les intégrations, que les quatre sus-énoncées, et 
il s'agit de les déterminer d'après les circonstances initiales du mou- 
vement. 

Concevons que le mouvement du corps, dont la masse est représentée 
par M j soit l'effet d'une impulsipn initiale, qui lui est donnée k un 
de ses points» et qui , si elle était dirigée par son centre de gravité, dans 
l'hypothèse oli ce corps serait libre, lui imprimerait ube vitesse V i le 
produit Jlf ^ sera , art. 761 et iiad, la mesure de la cause motrice. 
Abaissons, du point (ixe de rotation, sur la ligne de direction de l'im- 
pulsion MVj une perpendiculaire dont la longueur sera représentée 
par p, et faisons une section du corps par le plan qui renferme ce point 
fixe, cette ligne de direction et cette perpendiculaire, le moment de 
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à une ligne contenue dans le plan qui renferme la direction de Tim-^ 
pulsion et le point fixe, car Timpulsion elle-même, ne fournissant aucun* 
moment pareil , celui qu'on supposerait dû aux quantités de mouvement 
qui ont lieu^ serait incompatible avec les conditions de l'équilibre, ne se 
trouvant annuité par aucun moment égal et de signe contraire ; 2^. que la 
somme de leurs moments par rapport à la perpendiculaire, au plan dont on 
vient de parler , passant par le point fixe est égale à Mf^ç. Or, si ces deux 
conditions ont lieu, au moment où l'impulsion est donnée, elles con- 
tinuent d'avoir lieu, pendant toute la durée du mouvement, en vertu 
du principe de la conservation des moments (art. 1 1 17) le plan passant 
par le point fixe de rotation et par la direction de l'impulsion initiale 
est donc, art. 176, le plan principal des moments, leur axe principal 
•étant la perpendiculaire à ce plan menée par le point fixe. 

Nous avons trouvé , article ii5o , le moment principal 

= K^^*;;«+j5"y"^(C7*r» et par la deuxième équation intégrale (a), 
de Tart. 1 157, ce moment a été trouvé égal à une constante kj laquelle 
se trouve déterminée par ce qui précède, et a pour valeur, h=iMVç^ 
les quantités M^ F' cl p étant des données du problême. 

Je passe à la constante h de la première équation intégrale (2) de 
|*art. 1 167 j l'axe principal deç moments éjant pris pour axe des 5 et les 
axes principaux^ qui se croisent au point fixe de rotation, 'étant les axes 
^es ^i^y^ et z^le tout, confi^rniémept à ce qui a été dit, art. 1161 et 
ii5o, on a, art. 1161 , les équations applicables & un instant quel- 
conque du mouvement. 

ApB H C sont des mopij^nts d'inertie donnés par la constitution du 
corps; on a h^=^MV ç, et les angles qui ont, pour cosinus, a,„, ^,„, 
7m ^^ ^"î so^^ formés par l'axe principal des moments et par les axes 
principaux du corps, ont des valeurs initiales données, puisqu'on connaît 
la position des a^ces principaux par rapport à la direction de l'impulsion 
initiale , ou par rapport à l'axe principal des moments. Les valeurs 
initiales de/^^ ^ et rse trouvent donc, dans les équations précédentes, 
entièrement déterminées , et ces valeurs initiales , étant substituées 
dans la première équation intégrale (a) de l'art. ii57, on aura la 
constante A. 

>i63. Il reste à parler de la détermipation des constantes, qui 
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xoœpU'teront les intégrales detréquati6B (4)iart. riây^et de l'équa- 
*ioD (4), art. 1161. L« première équation doit donner/ «h. fonction 
de fj et la rariable r a dea vsdeurs déterminées, correspondantes à 
certaines époques du mouvement; supposons, par eiemple, qu'aune 
de CCS époques les plans ir,^, et aty^ aient formé entre eux, un angle 
donné ff ,\a troisième équation (2) de l'art. 1161, donner» pour la 

h 

valeur de o correspondante à la même époque, — -=;- cos. ^; or l'ins- 
tant auquel on compte zéro temps , étant absolument arbitraire, on 
pourra faire coïncider ■ avec la valeur r= — cos-i/i, telle valeur 

qu'on voudra de t^ et ces deux valeurs étant substituées, dans l'inté- 
grale de l'équation (4), art. 1167, la constante arbitraire, qui entre 
dans cette intégrale, se trouvera tfétermînée. 

Quant à la constante de l'intégrale de l'équation (4), an. 1 161 , qui 
donne ^ en fonction de r, elle dépend de la position dç la ligne sur 
laquelle se trouve l'origine de l'angle '/,qui, art. 1140^ se mesure 
sur le plan des œy. Cette position donne la valeur de it cprrespondante 

k ■ 

k ^=p, ou à r=. — -^(3« équat'ion(a) de' l'art. lïtfl). Il suffit, CI» 



général,. si on emploie l'équation t= ■j;-t,m.0, (U savoir quelle 

fst la valeur de i/- correspondante à une valeur quelconque donnée 
de ^i on en conclut une valeur connue de r, et ces valeurs de 1^ et r, 
ûtam substiiuéos dans IVquation intégnile dont il s'agit, !a constante 




<» 
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axes principaux^ que nous prendrons pouraxe de^i2,,;son n^orOentd) inertie 
a été désigné par C et on a^ d'ailleurs ^ par la propriété des solides de 
révolution > j4=sB etla ^^ équation de Tart. 1 167, prend la forme, 

dr * 

il faut, pour que --j- né soit pas imaginaire^ qu'on ait 

A*— ^A»+(^— C)Cr^ = o 
mais cette condition met les valeurs de ^et/?^ équations(3) de l'article cité^ 

sous la forme — ; et cette première marcTie d'analyse ne conduit à 

aucun résultat. * 

ii65. Il faut donc remonter aux équations différentielles (i) du 
même article, lesquelles, dans l'hypothèse tié ^= By prennent la forme, 

Cdr=o 
(i)...».. \ jédif -{-{A* — C)rpdi^=^o 

Adp + (<7 — A)rqdi=iO 

dn tire, de la première, r=nj n étant une constante arbitraire, et celte 






(. i;u 



valeur substituée dans les deux autres lès change eh 

.V f Adq + {A-T'Ç) npd^t=(> 

^ \ Adp'\'\ù~A)n(jdl^o ., 

On satisfait, à ces équations, en faisant 

.^v j p:=:ias\r\.{n' t + c) 
1 qz=LbcosAn't + c) 

a^ b j c j n' étant des constantes indéterminées, car, en y substituant 
ces valeurs, on a ^ * ■ • • . .*' 

[ — Abn' + {A — C)a«]sin. (n't + c)di=p 
[ + Aan' + lc—A)ùh] cds.(«'/+.c)V/=0 
l'qualions que Ton rend 'identiques en supposant., 

ce tiui donne .... 

r j ' /^ ' ' ' • ' 

(±)i n^jsa. ^ . T . ^^ ; i^sa/t I '*' ♦ î ., • 
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Tt't*s éq*uationi^3)j eiï /«ubstîfusmt Ce* valeur» de »'«( ^, devien- 
'<lt-dût les intégrales des- écjuatïoirt (s) du pt^mier ordre, o et c étant 
Us constantes arbitraires. 

1 166. On a, ainsi, pour déterminer p,q tX r les équations 



(■)• 



^ = acos.(«'/4-<^) 



F«!(ei, dan* les équations ci-k col«. 



Les équations (2) , de Tart. 1 161 deviennent , en y substituant ces 
vateûtsde^^'y ef iript la valeur StVf^ du moment principal k (ar- 
ticle 1157, équations (a)), 

j^asin. (re'f+c) 

Aa.cos.{tt' t-yc) 



(»)■ 



sin. li'sia. ^^: 

sini^cos. ^=^ — - 
COS. = 



Cn 

~mVJ 



On voit, par la troisième ^uation, qu'on a un angle constant, savoir 
l'angle 0, formé par les plans as^, et œy^ c'est-à-dire,par la section 
du corps perpendiculaire à l'axe de figure du solide, sur lequel se 
trouve le point fixe» et par le plan principal des moments» celui qui 
renferme te point (ue et la li^ne de direction de l'impulsion. Or, la 
valeur initiale de cet angle étant une des données du problème » la 
constante arbitraire n te trouve déterminée, et on a 
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la position de Taxe des o^^y dans le plan Xfy, est absolument arbitraire, 
la valeur de ^^ correspondante au prehlièr momqnt-^st donnée ; suppo* 
sons que ce soit le moment où l'on a coniplé jsero temps ^ la cons- 
tante ne sera autre chose que la valeur initiale de ^. 

Ajoutons maintenant les quarrés des. deux, premières équations (â), 

nous aurons sin.* $=• _. ■ _- , d*oii 

(5) g= ^ siii. 

A 

1167. îl reste à connaître PangleV'/ faisons, dans réqiiatidn (3) de 
Tarticle 1 161 , r==:nj A^^lB et /c^^MFp^ nous aurons 

Substituant, dans cette équation, les valeurs de/^^ Çj n^et ensuite 
celle de a , données par les équations (i), (3) et (5) de l'article 
précédent, on a 

(a).. •••. ^^=~ ^'^C .dt 

A ... 

équation qui a, pour intégrale, 

A 

€ étant la constante arbitraire. . . 

L'angle \p est celui que (brnîe la ligne d^intersection des plans ^/^/, 
et x^y avec l'axe des Xj ligne dont la position initiale est donnée; si, 
comme on en est le maître» on prend cette position initiale pour celle 
de l'axe des Xj on aura^ au premier instant du mouvement, / = o, 
^ ?= o et par conséquent e = p , d'où 

(3).. :.....^^—«It>. 

Les angles ^^ ^ et ^ se trouvent complètement déterminés. 

1 168. La valeur de \p nous apprend que la ligne suivant laquelle le 
plan x,jr, (le plan perpendiculaire à Taxe 1 de figure et passant parle 
point fixe) coupe le plan xjTj (le plan principal des moments) a une 
vitesse angulaire constante autour de l'axe des 4 ''(l'axe principal des 



4CO Dynamique éiâuiHTAiKE. 

moments ) ; nous voyons, d'pne antre pBit,-pv. la troisième équation (a.) 
de l'aittclé 1166, «^e l'angle ff^ ftfnaéifaé les plans .x.,js, et xj 
est constant; donc Pangle formé, parlée des s^ (l'axe Kle/igure du 
corps) et par le plao' ;ry est aussi constant, dooa cet axe des «,' décrit 
Is surface d'un cône droit qfti a, -pour axe, l'axe des i) et-pendant cpie 
cet axe des 2, engendre une pareille surface, tous les points du plan:r^, 
tournent autour de lui (équation ^4)^ de J-viicle 1166 ) aVéc une 

vitesse angulaire n' =^ ,! ■ ■ 1 n. 

^ 1.169., ]La position~,df l'axe .instantané de rotation a été donnée, gé- 
néralement, art. i^ij^4»é<]uaj;,ion^(5).-et (6), et on ^ vu, art. 1145, que 
la valeur de la vitesse angulaire du, corps, autour de cet axe, était 
|/^_}_^> +r» r »aJèùr'qi*i-,-d^ftpi'è9 lés.^uations (-1) de l'art. 1166, de- 
vient l^a'+a' , OU , article cite, équations (3) et (5) , 

'■'-'''■ ■ôiiwff'''' '■''■' '■' '"' - ■'■ ■ ;■■■/. 

— yT:i:s^ - j rjrr rr-'T-PT- .et qui , substituée ainsi que les valeurs de 

pj (fj r, équations (i) de l'article cité, dans les équations (6) de 
l'art. 1 144, donne IcsValeiÀ^ suivantes des cosinus des-anglçs re<^>ectiJs, 
formés par l'axe instantané de rotation et par les axes des x„jr^ et z,} 





Csin.tf.sin.' (»'t+c) 


Coiinus des anglei for- 
mes par Taxe intlaatatié 


' yc'sm.'e+A'cx.^e 

Csin.^cos.(reV+c) 


de rotatioD et par let axei 

(U'i 


— ^Icos.ff 




l/'C'am.'ff + ^'ms.^a 


■■ 
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1170. Si l'impulsion initiale avait une direction telle que le plan 
principal des moments (le plan xy^ coincidàt avec le plan perpendi- 
culaire à Taxe dé figure qui passe par le point fixe (le plan x,j,)f 
l'angle ^deviendrait nul, les deux premiers cosinus des expressions dé 
Tarticle précédent seraient égaux, à zéro, et le troisième cosinus k — i. 
Ainsi Taxe instantané de rotation, dont la position serait invariable, se 
confondrait avec Taxe de figure du corps, pendant toute la durée du 
mouvement. Ce cas, qui a toujours lieu pour une sphère, a, parti- 
culièrement lieu, pour un solide quelconque de révolution, lorsque la 
direction de l'impulsion se trouve dans le plan perpendiculaire à Taxe 
de figqre qui passe par le point fixe. 

iiyr. On pourrait supposer que l'impulsion initiale est dirigée dans 
Un des plans qui renferment l'axe de figure du solide; dans ce cas l'angle 
constant û^esX un angle droit, 

cos,^=o, sin.^= I, /!= — — t- cos.i^=o; nf.=^ — . . ^^ /ï = o; 

les Vçrfeurs, respectives, des trois cosinus de l'article 1 169, sont sin. Cj 
ÇQS. c et o s l'axe des z, ou l'axe de figure du corps est, pendant toute la 
dur^ du mouvement, placé sur le plan fîxe des xj\\t plan principal 
des ipoments) l'axe instantané, de rotafion a une position invariable > 
?e confond avec J'^e des «^ et forme, dans le p)àn ^tji^ ^"^ lequel il 
est constamment placé , un angle c avec l'axe des j^,r 

117a, Le cas, traité à l'art, 1170, donne û=o , d'pù^ art. ii<56, 

71==-- — CrCos.^=T— ^ et a= — —S-sin. ^= p. Le cas de 

l'article précédent donne 0=:^ angle diroU ^ d*oii n^o y a=> — --i-; 

ainsi la vitesse angulaire !/'«•+/»? , art. 1169, devient, dans le premier 

cas, -^, la même qui aurait )ieu, art. 10^9, autour de l'axe de z', 

OU de l'axe de figure du corps, si cet axe était fixe; on se rappellera que 
C est le moment d'inertie par rapport à cet axe, qui, dans le cas dont 
il s'agit, est constamment en coincidence avec l'axe fixe des<. Dans le 

second cas, la vitesse .angulaire = ■ -j et en faisant attention que ^ 
I 5i 
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AB 



1/ AjA-C 
Y BiB-C) 

attc sont les constantes arbitraires; et on déduit^ des équations (3) 
combinées avec les équations (i) de l'art. ii6i , 

sin. sin. ^ == /-- = — ~7 — sin. (/ïV + c) 



(5) 




j- COS. {n t + c) 



^ Cr Cn 

COS. ^ = = — = ï— 



aussi toutes les inconnues du problème sont déterminées. 

1174. Je remarque, maintenant , que si, à un instant quelconque, 
l'angle y ^ formé par Taxe instantané de rotation et par Paxe principal 
du corps , auquel les z, sont parallèles , est absolument nul , au lieu d'être 
très» petit, cette coincidence des deux axes n'est point un phénomène 
particulier à l'instant dont il s'agit, mais doit se continuer indéfiniment, 
pendant la durée du mouvement. En effet, l'hypothèse de ^=;so, ii un 
instant déterminé, donne, par l'équation (i) de l'article précédent, à ce 
même instant, /^=o et ^=0, (les quantités/;* et q^ étant nécessairement 
positives chacune en particulier) mais on tire des deux premières équu« 
tjons (2) de l'art. 1161, et des équations (5) ci -dessus, 

donc si /> = o et 7 = 0, on a, nécessairement^ fl=o, et ^=0 et, par 
les équations (3) ci-dessus, ces dernières valeurs supposent qye les pre* 
piières ont lieu pendant toute la durée du mouvement. 

Ain$i , lorsque le mouvement de rotation du mobile se trouvera établi 
autour d'un des axes principaux^ qui se croisent au poit fixe, ce mou- 
vement se perpétuera autour du même axe^ autant de temps qu'il 
pourra être regardé comme l'efTet de l'impulsion à laquelle est due la 
coincidence initiale de l'axe de rotation et de l'axe principal. 

1 1 75, Le phénomène^ dont on vient de parler^ a lieu lorsque l'impulsio^i 
initiale est donnée dans une direction qui passe par le plan de deux des 
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de (rès** petites quantités, mais il peut se faire qu'elles ne restent pas 

toujours dans cet état de petitesse, comme elles restent dans l'état de 

zéros absolue, lorsqu'une fois elles y sont réduites, ce qui donne lieu 

k un examen important. 

Les conditions relatives aux limites des variations de l'angle y ^ 

tiennent à la nature de -la quantité n^ qui^ art. 1 178, équation (4), a, 

1 / |/(C— y/)(C— 5) 
pour valeur, n =inË/ ^ - ^ j. et peut, par conséquent, être 

réélleou imaginaire. Si elle est réelle Ips fonctions révolutivessin.(/2'/ + c) 
et cos. (n^ l + c) ne pourront pas excéder certaines limites, quel que 
soit la valeur du tem})S /^ et si elles sont petites, dans leur état initial, 
elles continueront à l'être pendant la durée du mouvement; et il en sera 
de même des quantités p et ç^ qui leur sont proportionnelles* 

Mais^ si n' est une quantité imaginaire , ce qui arrivera lorsque C-^A 
et C — B ne seront pas de même signe^ on ne pourra mettre les valeurs 
des sinus et des cosinus^ de l'arc imaginaire /?'/, sous des formes réelles, 
que^ par des expressions exponentielles ^ dans lesquelles les exposants 
variables seront proportionnels au temps ij ces exponentielles et les 
valeurs de p et q^ qui les renferment, pourront donc, quelque petites 
qu^elles soient, au commencement du mouvement, devenir, pendant la 
durée de ce mouvement, indéfiniment grandes. 

1 178. On tire, dé ce qui précède, des conséquences curieuses relatives 
aux conditions qui établissent la slabililé ou la non stabilité du mou- 
vement de rotation autour d'un axe principal. La stabilité a lieu lorsque 
cet axe principal est parmi les trois axes principaux > passants par le 
point fixe, celui qui correspond au plus grand ou au plus petit mômenf 
d'inertie; la non stabilité a lieu pour l'axe correspondant au moment 
d'inertie moyen entre les deux autres. En effet , supposons qu'un des 
axes principaux soit, d'abord, l'axe de rotation^ et doive, par consé- 
quent , art. 1 174 , se maintenir tel , pendant un tenips indéfini ; concevons 
ensuite qu'une force vienne occasionner un léger dérangement dans l'état 
du corps, de manière à faire varier, d'une quantité extrêmement petite, 
la position de l'axe de rotation. L'angle formé, par ce nouvel axe et par 
l'axe principal dont il s'est séparé, que je suppose être l'axe des a,, sera 
très -petit au moment de la séparation et se maintiendra, dans son état 
de petitesse, si on a 

C^A et C>5, ou C<^A et C<fl 
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parce qu'alors n' srra réelle ; ma» cet angle sera susceptible fl'augmeiH 

tatlons indéfinies, si on a ■ . ■ y. , ■ 

OA et C<,a, ou^ CK^^èt'OB,^ ■ 

parce qu'alors, n' prendra une valeur imaginaire. 

1179. O" ^ employé, dans les articles précédents, des valeurs de 
/f et ç qui ne sont censées données que par approximation , et il est 
bon de prouver que cette circonstance ne doit laisser aucun doute sur 
la stabilité du mouvement de rotation autour des axes du plus grand et 
du plus petit moment d'inertie. Reprenons les équations (2) de l'ar- 
ticle ii5jf 

Cr* + Bç» + Jp» + =A« 

C'f' + B*ç' + A*p*—k* 

et aprts avoir multiplié la première par C, retranchons le produit de 
la deuxième, nous aurons 

ji(^—C)p^ + B(B~C)ç'=:=fc'—Ch» 
Si, à un instant quelconque, les quantités p* et y* sont très-pelites, 
et que, par conséquent, à ce même instant , art. 1 144, équations (6), 
l'axe instantané de rotation soit très-rapproché de l'axe desx,, la valeur 
de la constante A — Ch^ devra être, aussi, très-petite, ce qui suppose 
que , dans tous les changements dont p Pt f/ sont susceptibles , \a quan- 
thé A(j4~C)p^ + B(B — C) If' est assujettie à la même condition; 
niais celle condition exigera nécessairement que p et y soient cons- 
tamment trés-pctits, si y4 — Cet B — C sont des quantités de même 
signe, puisqu'alors le premier membre de l'équation précédente sera 
eiuièreinent positif, ou entièrement négatif; donc, dans ce cas, 
qui rend l'axe des z, , axe du plus petit ou du plus grand moment 
d'inertie, cet axe, et l'axe inslaiilané de rotation seront toujours tu-s* 
rapprochés l'un de l'autre, les quantités p et t/ ne pouvant excéder I« 

h^ — Ch' h' — Ch^ 

valeurs respectives -^rÇ^^^C) '' BiH-C) ' 

Cet étal de choses ne sera plus le même si A — C et B — C ont dfs 
signes diflTércnts, c'est-à-diie, si le moment d'Inertie C, qui se lapjMirfe 
à l'axe Z/i a une valeur moyenne entre celles de A et B; dans ce a.'-, 
|a petite quantité A» — Ch^ sera égale à la dllférenceenlre -</(-'-/— 6'},"^ 
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et B(B — C)q^\p et y pourront être des quantités d'une grandeur 
quelconque, conformément à ce qui a été dit, art. 1 177, vu que l'excès 
d'une quantité sur une autre est indépendant des valeurs absolues de ces 
quantités. 

1180. La théorie » exposée depuis l'art. 11 14, contient ce qu'il est 
essentiel d'apprendre pour se préparer à l'étude des parties de l'astro- 
iximie physique qui traitent du mouvement des corps célestes^ en ayant 
égard à leurs figures et à leurs grandeurs; on peut aussi tirer un parti 
fort utile de cette théorie , pour des recherches qui intéressent la phy- 
sique en général et les arts^ parmi lesquelles je me bornerai à citer 
celles qui concernent Ie3 mouvements des corps flottants. 

Le célèbre Léonard Euler est le premier qui ait donné une solution 
complète du problème du moifvement d'un corps solide, dont DalemberC 
s'est beaucoup occupé. L'analyse de ce problème a été perfectionnée 
par les illustres auteurs de la Mécanique analytique et de la Mé^ 
canique céhsie^ et Ton doit, au dernier, les simplifications remar- 
quables résultantes de l'introduction du plan invariables cette même 
analyse a été présentée , avec beaucoup d'ordre et de clarté, dans 
l'excellent traité de mécanique de M. Poisson , dont j'ai suivi la marche 
d'exposition et de calcul, depuis l'art. 1 1^. 

Les élèves qui ne seront pas à portée de se procurer les ouvrages 
d'Euler, et qui voudront s'exercer tant sur le problème général que 
sur les diverses questions de détail qui y sont relatives, pourront lire 
les deux mémoires que )'ai publiés en 1799 (an 7) et 180A (an 10), 
•dans les sixième et onzième cahiers, (tomes II et IV) du Journal de 
l'École Polytechnique. En réunissant, au premier. mémoire, le §. XI du 
.deuxième, on a une solution complète du problème, dans laquelle le 
plan invariable, ou plan principal des moments, se trouve, implici- 
tement, employé (tome IV, page i34 et suivantes). Les dix premiers 
paragraphes du deuxième mémoire sont ceux qui renferment les ques** 
tions de détail , et c'est par ces paragraphes qu'il est convenable de 
commencer; on continuerai par les huit paragra|bhes du premier mé* 
moire, et on terminera la lecture par le onziènne paragraphe dti second. 
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les planètes, exercée sur une sphère, ou homogène, ou composée de 
couches excentriques, dont les densités, variables de l'une à l'autre ^ 
sont constantes dans chaque couche , ne troublera point le mouvement 
de rotation, parce que la résultante de toutes les attractions exercées 
sur les divers points de la sphère, passera toujours par son contre de 
figure et de gravité^ quoique les points les plus près du soleil sojcnt 
sensiblement plus attirés que les autres. Il en serait de même d'un 
solide dont tous les moments d'inertie y rapportés à des axes pa.^sant 
par le centre de gravité^ seraient égaux, (solide qui peut avoir une 
figure très- différente de celle de la sphère) d'un solide de révolution 
homogène , ayant reçu une impulsion initiale dirigée dans un plan 
perpendiculaire à l'axe de figure, qui renfermerait son centre de gra- 
vité et le centre d'action, et qui serait supposé partager ce solide en 
deux parties égales et semblables^ etc. Le mouvement de rotation des 
trois espèces de solides dont je viens de parler , étant dû à une im* 
pulsion initiale , sera constamment uniforme, l'axe de rotation con- 
servera son parallélisme. 

1184. ^^ parallélisme sera maintenu dans les deux premiers solides, 
quoique l'axe de rotation ne soit pas perpendiculaire à la ligne menée 
du centre de gravité au centre d'action; il n'en sera j)as de même du 
troisième s'il n'est pas spbérique; son axe étant supposé oblique sur la 
ligne des centres, la résultante des actions qu'il éprouvera, ne passera par 
son centre de gravité, que dans des circonstances particulières, et le 
parallélisme de l'axe de rotation sera dérangé. C'est le cas de la terre 
dont l'axe et l'équateur éprouvent des perturbations auxquelles sont 
dus les phénomènes connus sous les noms de précession des équinoxcs 
et de nuiaiion de Vacre de la icrrc} ces phénomènes sont produits 
par les actions combinées du soleil et de la lune^ mais la seule action 
du..9oleil , et l'obliquité de l'axe de la terre, sur le pli^n de l'écli- 
ptique, suffiraient pour occasionner des perturbations dans le parallé- 
lisme de cet axe. 

ii85. Dans les cas particuliers de l'art. ii83, quoique lea^ forces 
puissent être fonctions des distances de leurs centres d'actions aux 
points sur lesquels elles agissent, toutes ieft circonstances du mouve- 
ment, tant uniforme que varié, du centre de gravité, seront détermi- 
nables par les équations (3) de l'art. n*o, les foTCt%fjJ"jf'j ou 
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leurs équivalentes , qui animent les difiî^rentes ikiolécillcf du corps, 
étant supposées appliquées à ce centre; et, dans cette déiennioalioa, 
on n'aura aucun égard aux mouvements des moléctdes du corps ^ par 
rapport aux trois plans coordonnés qui passent par le centre de gravité, 
et qui sont parallèles aux trois plans fixes. 

' Mais les cas dont je viens de parler sont des exceptions; en gêoénl, 
si les forces qui émanent de points extérieurs^ fixes ou mobiles, et qui 
agissent sur les molécules du corps, et si les actions de ces mdléonles» 
elles-mêmes, sur des points situés hors du corps, également fixes ou ' 
mobiles, sont fonctions des distances entre les centres d'ob émanent 
les forces et les actions, et les points sur lesquels elles s'exercent, et 
que les dimensions du corps ne puissent pas être regardées comme in- 
finiment petites, par rapport à ces distances, dès-lors le mouvement 
du centre de gravité et le mouvement de rotation autour de ce centre 
ne sont plus indépendants; en effet, les changements des distances et 
des positions respectives des points attirés, par rapport aux points at- 
tirants, étant les résultats et du mouvement du centre de gravité et du 
mouvement de rotation autour de ce centre, ce dernier mouvement 
doit, dans le cas général , avoir un effet sur Tintensité et la direction, 
instantanées , de la résultante générale des forces supposées appli- 
quées au centre de gravité; de là, la liaiscm entre les deux mouve- 
ments de translation et de rotation. 

Du raouvemeot d'uD corps solide sur un plao fixe. 

1 186. Je suppose que la surface du corps, assujetti à se mouvoir sur 
un plan fixe^ est conlinue ^ et que, j>our une position donnée de ce 
corps, celles de tous les points de sa surface sont calculables par 
une équation entre trois variables; dans ce cas, les déterminations 
générales , relatives à son mouvement, peuvent être ramenées à des con- 
sidérations pareilles a celles qu'on a employées pour ramener les pro- 
blêmes du mouvement d'un point matériel sur une ligne, ou une surface, 
à ceux du mouvement libre. 

En effet le corps devant être continuellement en conîact, avec le plan, 
par un des points de sa surface, il y a, à ce point, une action du corps 
sur le plan, et une réaction du plan sur le corps; cette dernière peut 
être considérée comme une des puissances auxquelles ce corps est soumis, 
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dont rintensité n'est pas donnée immédiatement , mais qu'on sait» 
a priori j être normale à la surface du corps ^ et agir dans un sens 
d'action tel qu'elle tend à pousser son point d'application dans ce corps; 
on peut donc , en prenant son intensité pour une des inconnues du pro- 
blènw, et l'introduisant dans l'analyse, considérer le corps comme libre > 
et 81 ce corps est dans les cas indiqués aux art. 1 182 et 1 183> les équations 
du problème seront établies d'après la condition de l'indépendance entre 
le mouvement du centre de gravité et le mouvement de rotation autour 
de ce centre. 

Mais ces équations renfermeront, en général , quatre inconnues, qui 
n'existaient pas dans les équations du mouvement libre, savoir l'intensité 
de la réaction normale qui a lieu au point de contact, et les trois coor- 
données de ce point; on aura , pour compléter le nombre des équations 
qui deviennent nécessaires, eu égard à ces nouvelles inconnues, l'équation 
du plan, celle de la surface, et deux équations qui expriment que l'un 
est en contact avec l'autre. 

1 187. Je suppose, pour plus de simplicité^ que le plan fixe est le plan 
des xj'j Xjj' et z représentant les coordonnées des points du corps, 
je désigne par ^/jj',^^,^ l^s coordonnées des mêmes points par rapport 
aux plans, mobiles avec le corps, qui renferment les trois axes principaux 
passant par le centre de gravité , les coordonnées de ce centre , respec- 
tivement parallèles aux axes fixes des x^ j' et Zj étant a^ b^ c. Si 
on conçoit^ qu'^ un instant quelconque dîi mouvement^ trois axes res- 
pectivement parallèles aux axes fixes des x^y^ z se coupent au centre 
de gravité, en prenant ce centre pour originelles coordonnées des 
points du corps, rapportées à ces nouveaux axes, seront, au même 
instant^ x — Hj^ — ^> z — Cj et on aura, art. 1189, entre ces trois 
coordonnées et x^jj',j z,j les relations 



(0 



{X— a = a,x, + n,y, + y, s, 
y—b = a„x, + 16 „y, + y„z, 
s -r- p = (t,„ X, + i,,^, + y,„t, 

{x,=^a,{x—a) + a„(jr— ^) + »,„{*— 
jr,=g,(x—a) + 6„ (jr^b) + 6„,{z — 



(a) ■; J,=t!,{^—a) + g„ (jr^b) + lf„,(^-c) 

c) 

Les quantités «j, ff,y, de différents accents^ ayant la même significatiop 
qu'à l'article cité» 
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dx, d'Y g - d%t 



urr 



dx " dx " dx 

^^' —a • *^^' — 6 • -^ — V 




<r "' dj -" dj 

ippelant que toutes ces valeurs se rapportent à un instant dé- 
lé, auquel correspondent des valeurs, pareillement déterminées, 
a,,, etc. a^ b e/ r. 



^ Hk valeui^ — ; — =o et— ^ — =o, données par les équations {%) et 
-*i, dj dx ^ ^ 

d X d ^' 

de - ' , '~j^* ^^^'^ données par les précédentes, étant suljsti- 
dans les équations (3) les changent en, 




m ^ — j , I -^ — ) ^M "^ — ) ^ calculeront , en prenant la fonc- 



L^ dans son état primitif, c'est-à-dire, composée en x^yj, et s,. 

tes équations (6) qui remplacent les équations (a) en fournissent 

^^Tisi deux sur les quatre dont j'ai parlé k la fin de l'art. ii86. On en 

-^ une troisième en considérant qu'au point de contact du corps avec 

*^ plan sur lequel il est obligé de se mouvoir, on a ^ = o, ce qui donne 

^*après la troisième équation (i) de l'article précédent, 

(7) ^ + «/// ^f + ^mj, + ymh=0 

'" ^t enfin la quatrième équation est Z = o, les quatre équations ayant 

lieu ensemble au point de contact du corps et du plan fixe, et devant 
être combinées avec les équations du mouvement dont il va être 
question. 

1189. Je supposerai que la pesanteur est la seule puissance exté- 
rieure qui agisse sur le corps; ainsi, après l'impulsion initiale^ les 
modifications, qu'éprouve son mouvement, sont le résultat de l'action 
de cette puissance et de la résistance du plan fixe , résistance que 
je débigne par R et qui doit être considérée comme une force 
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(.) la=.Ui + E 



Uj Ej IV et E' étant desi constantes arbitraires dont les valeurs dé- 
pendent de la vitesse et de la position initiales du centre de gravité. 
Son mouvement horizontal , ou parallèle aux Xj est uniforme , son 
mouvement parallèle aux j^ est uniformément varié. L*axe àe^jy est 
parallèle à la ligne de plus grande pente du plan fixe, et il est aisé 
devoir que le mouvement dans. le sens parallèle â toute droite, non 
horizontale, tracée sur le plan fixe, sera uniformément varié. 

1190. La direction de R^ perpendiculaire au plan fixe, ouj parallèle 
à Taxe des z^ forme, art. iiSç, avec les axes des •^,,^, et z, des 
angles qui ont, pour cosinus respectifs, a„„ 6,^, y,„\ ses composantes 
respectivement parallèles aux.a?,,^, et z, sont, donc, Rol„4 9 ^^///» 
^Vnn '^s moments, par rapport aux mêmes axes ont pour valeurt 

^ttj^i ^^ ^/ ^^2^^ l^s coordonnées du point où le plan fixe et la surface 
du corps sont en contact; ces moments sont les seuls à introduire dans 
les équations (ô) de l'art. ii54 parce que Torigine commune des 
a?,, j^, et z, étant au centre de gravité, les moments des poids des 
molécules du corps sont nuls par rapport à tous les axes qui passent 
par cette origine. On a donc en substituant, simplement , k N^" ,N" ,N* , 
dans les équations citées, les valeurs, ci -dessus, des moment de K ^ 

{A dp + {C—B) qrdt=R{f,y,„--z,â,„\dt 
Bdq + {A — C)rpdt^R{z, a,„-^x,y,„)dt 
Cdr + ( J5 — A^p qdl:=^R (.r, t,„ — ;^,a,„) ^/ 

Aj Bj C^ p j ^ et r ayant la même signification qu'à l'article cité. 

Exemple de rapplication des formules démontrées dans le chapitre 

précédent. 

1191. Je vais supposer que le corps pesant, en mouvement sur un 
plan fixe, touche continuellement le plan par le même point de sa 
surface, et que de plus, la ligne passant par ce point de contact et par 
le centre de gravité est un axe principal. Euler est, je crois, le premier 
qui ait donné l'analyse complète de ce cas de motivemenr, dont le jeu 
de la toupie présente les phénomènes, ( Theoria motus corporum rigi- 



4i6 D YK ÀHIQUE iLiUEIITAlRE. 

doritm , cap. XVIÏ), et on la trouve ausai,, irês-bien faite, dans l'ou- 
vrage de M. Poisson ci-dessus cilé. 

L'ase principal, qui passe par le centre de gravîtt' et par le point de 
contact', étant pris poil r ave des t, , les axes principaux des x, ^tjr,, 
se trouveront' sur un plâti porpendicubire à cet axe et passant par 
îe cfrnti^ de gnWiré, ôti par l'origine commune des .t,, y,tt z,, 
lés z. pàsitiVéS éladt prises du côté opposé au point de Contact pu 
rapport à celte origine; On a donc , relativement , au point de contact, 
en désignant , paf A, sa distance au centre de gravité. 

(i) j j, = o;jy, = o; «, = — k 

et ces va)eufs, introduites dans les équations (P) de l'articleprécédent, 
les changent en, ' 

{Adp-\-{C-^B)qrdi^nX6,„dt 
Bdq •i-{A-~C)rf}dt = -^RXa,„de 
Cdr ^■\B—A)pqdtzz^o. 
Si on suppose que la position initiale du centre de gravité était sur 
l'ase des s ou des e, on aura les valeurs initiales « = 0, ^=:o, qui 
rendent nulles les constantes arbitraires Eet E' , dans les équations (2J 
de l'art, i l'Sç. 

De plus l'axe des a'^ qui passe par !c point de coritact et par le 
centre de gravité, faisant, avec l'axe des s ou des Cj un angle qui a 

, ,, , ddc Addy,,, , 
pour cosinus y,„, on a c=:Ay,,, , cl ou — — — = , '-iii-, valeur a 

substituer dans la troisit'itie équation (i) de l'art, cité; et, on aura, 
ainsi , d'après les équations (1 ) et (a) de cet ariicle, 
i n=Ut 
(3) ] i^i^/^sin. *+£/'/ 

(4) R = Mgços.e + MX^^-^ 

dl^ 

1192. Multipliant 1rs i''*., 2«. et 3^. équations (2), de l'article pn'- 

cédent, respectivement, par a,,^ , ë,,, , y,„, faisant la somme drs 

équations produits et réduisant, on a 

{A î ii,„^P-^pdt{rS,„ — qy,„) \ 1 
+ R \ ^>udq-\-qdl{py„-ra,„)\ \^o 
■\-C\y,„dr+idl{q^,„-pâ,„)\] 

multipliant 
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/nultipliant encore les mêmes équations, r^peclivenient, par pj Çrptr, 
et ajoutant les produits, on a . . ' . 

(a) Apdp^Bqdq-^Crdr^=iRXdl{ptSfff—qaff^) 

ona,art. ii5a, ^a,„=(r<î;„— yy,„)///^- dlg„,z=z{py,„—ra,„)dt 
'^y,fi'=^{9^ifi — p ^,„) dljVéç\\x9XioTi (4)1 de l'article précédent, donne 
une valeur de R, et ces valeurs, substituées dans les deux éqfua- 

tions (i) et (a), donnent 

• - . . . 

et, en intégrant, \ 

A a.,„p + B 6,„ q + Cy,„r=^ k 



Jp* + Bq* + Cr» + iÀMg y, „cos. e + À'^M. 






1193. J*ai supposé, au mobile, une forme quelconque, le' problème 
n'étant particularisé que par la condition d'avoir (Constamment le même 
point de la surface du corps en contact avec le plan fixe; on peut main- 
tenant faire quelque hypothèse sqr la forme, qu'on a d'abord laissée 
indéterminée; je prendrai le cas particulier de j4:=Bj qui convient 
aux solides de révolution homogènes, dont l'axe de figure passerait par 
le point de contact, et k une infinité d'autres solides. 

Dans cette hypothèse la troisième équation (2) de l'art, i rpi , devient 
Cdr=o, d'où r=snj en désignant, par itj la constante arbitraire; et 
substituant cette valeur dans les équations (4) de l'alrticle précèdent, 



on a 



;,,C08.^=5A— Cn^ 



r 

1194. Soient, comme, ai l'art. 1.1 87, trois axe$ respectivement pa- 
rallèles aux apjjr et «^ se coupant au Centre de gravi téj où se trouve 
I 53 
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Vorigine commune des x^^j^ et %f, et donoons aux lettres 41^^ ti0 
la même signification qu'à Tart. 1 140 ^ nous aurons, par les équa- 
tions ( I ) de Tart. i i5i , ^ . 

a„,=sin,^sin,^; ^,„=sin.^cos.^; y„,==cos.^; rfy,„=— $in.^i/^ 
et par les équations (3) du même article, 

p— — —dF "^=- — -T, 

(l'oîi 

et ces valeurs étant substituées dans les équations {H) de l'article 
précédent, on a les suivantes où on a écrit, simplement,. A au lieu 
de h — Cn^^ la quantité représentée par Cn^ pouvant être censée com- 
prise dans la constante arbitraire qui complète Tintégrale , 

dt ' 

dÔ^ dil^ 

diL 

éliminant-—- entre ces deux équations, et prenant la valeur de dt, 

on a, 

sin. ff {A^ + Jk^Msm.^ ofdO 
(3). .... .^//= — . 

! 

\Ai\n.^0{h~iXMgZQ%,ezQ^,0) — {k — Cncos.6Y\' 

et la valeur de / peut être obtenue en fonction de par la méthode 
de& quadratures. Substituant ensuite, dans la première des équations (:), 
pour^/^ le second membre de l'équation précédente , on aura, par la 
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même méthode des quadratures, \t en fonction de 0; enfin remplaçant, 
dans la troisième équation (3) de Tart. i i5i , r par sa valeur n^ dt par sa 
valeur, équation (3) ci-dessus, et dyp par le résultat de la substitution 
de cette seconde valeur dans la i'^ équation (2), on aura une équation 
entre d^, et 40 et ^ pourra encore être exprimé en fonction de 0. 

La détermination des phénomènes du mouvement dépend , comme 
on a vu précédemment, de la connaissance des valeurs de ^y "4^ et 0, 
correspondantes à une valeur quelconque du temps ^^ ou, plus géné- 
ralement, des valeurs de trois des indéterminées 4^ , yl/, et t corres- 
pondantes à la valeur de l*une d'entre elles; or, d'après ce qui vient 
d'être dit, on a trois équations différentielles, qui, par la méthode des 
quadratures, donneraient ces valeurs; la détermination demandée ne 
dépend donc plus des considérations propres à la dynamique, mais 
uniquement de l'analyse qui , malheureusement , ne fournit pas de 
moyens pour intégrer, sous forme finie, les valeurs de dt, d\P et d^. 

Les trois constantes par lesquelles on compléterait les intégrales qui 
donneraient Ij yf^ et ^ en fonction de ^, dépendent des valeurs de 
-ip, ^j 0, et ij à l'instant où le mobile est mis en mouvement*, çt on 
peut, toujours à cet instant, supposer 1=0. Quant aux constantes U 
et U'j qui entrent dans les valeurs des coordonnées du centre de gra» 
vite, (équations (3) de l'art, ii9i),etaux constantes n^ h, et h^ des 
équations {H) de l'art. iipS, lesquelles entrent dans les expressions 
de dt^ d}p et dip elles dépendent de l'intensité et de la direction dç 
l'impulsion initiale, donnée au mobile* 

1195. l'angle est formé par l'axe des z,, (l'axe principal du corps 
passant par le point de contact et par le centre de gravité) et par l'axe 
des € perpendiculaire au pl^n fixe. Soit S la valeur iqltiâle de èet angle, 
et posons la valeur 

(i) 0=e-^c9. 

On aura, au premier instant du mouvement, é^tso, et, à un instant 
quelconque, d$^=^dG>. Si, dans l'hypothèse o\ia serait un angîe exfré-» 
mement petit» on substitue cette valeur, et celle de 0, dans Uéqiiaiibti 
(3) de l'article précédent , élevée au ijuarré, et qu'on réduise en série 
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la valeur de t-^ — tirée de cette é<{i4ation,ie.déyelappeiiieDt sera de 

«7 c 



la forme 



(a) .... . -^ r^V;^*!»»,,*^^!-,,, iy* Wc. 



^/> ^/f^'^nii ^^^- ^^"^ ^^^ çoefficîéiitô côùsfânts. Négligeant les puis- 
sances de a? supérieures à la deuxième, on a 









et en intégrant 






. , ^- - . ,,, • ■ 1 ^ ®*^ '^ constante 

(4) / + ^>^^ = «^<^h'n. = 77^f^=7=rri= H arbitraire. 



la constante / se déterminera par les valeurs initiales de / et de /», 
qui peuvent toujours être /=o et û7 = o; l'équation précédente donne 

(5) «=^ + f ^, + ^y «n. (/-f/KÔ 

Si ^,„estnégative,et, par conséquent, ^j',,, imaginaire, sin. (y + ^K >V//) 
se transformera, par les formules connues, en exponentielles réelles. 

Mais si ]/y,,f est réelle et que — — et I — ^ -i ^^— 1 soient de 

^ lit V ^111 ^111 J 

très-petites quantités, la valeur de œ sera constamment renfermée 

dans des limites très - resserrées , le terme variable sin. (/"-j- /k^) 
étant révolutif; Taxe principal du corps, passant par le point de contact 
et par le centre de gravité du corps, s'écartera et s'approchera, pé- 
riodiquement, d'un état moyen, et ses digressions seront d'autant moins 
étendues que les quantités sus -mentionnées seront plus petites. 
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La ligne d'intersection du plan (ixe et da plan» perpendiculaire à 
l'axe de ligure çt passant par le centre de gravité du corps , aura, autour de 
la perpendiculaire au plan fixe passant par ce centre 1 un mouvement 
qu'on détermine en remplaçant dans la première équation (2) de 
l'art. 1 1949 par sa valeur 9-|~^^ négligeant 6?^^ dans ]a substitution » et 
mettant, ensuite» }K)ur œ, sa valeur ci-dessus ; cm[i a, par ce9 opérations^ 

(6) d\l/=af di^b^dt sin.(/+/^^y^) 

a' et b' sont des coefBcients constants, et, en intégrant^ 

b' ,_ 

(7) ■'i^^a't— p=cos. U-\'iV>,n)-^f 

f est la constante arbitraire. 

L'équation rdt=^d^ + co%.ûd\p, (art. i i5i équations (3)), donnera 
une valeur approchée de Tangle ^, et les angles û, \ff et ip, se trou- 
veront, assignables, en fonction du temps; on aura donc, à chaque 
instant, les inclinaisons, par rapport au plan fixe , tant de l'axe du 
corps passant par le point de contact et le centre de gravité, que 
du plan perpendiculaire à cet axe et passant aussi par le centre de 
gravité, plan qui renferme les œ, ei y,. On a, d'ailleui-s, par les 
équations (3) de l'art. 1191 , les coordonnées du centre de gravité à 
un instant quelconque, et le problème se trouve, ai nsi^ complètement 
résolu. 

Dans le cas particulier où on aurait Vf^^o et a^^, = 0, l'angle a 
serait nul, et la valeur de Û constante; l'axe passant par le point de 
contact et par le centre de gravité, formerait donc, alors, un angle 
invariable avec la perpendiculaire au plan fixe. On aurait, en consé- 
quence, par la première équation (2) de l'art. 11 98, —y^= constante, 
et la ligne d'intersection du plan fixe et du plan perpendiculaire & 
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l'axedefîgtirejduporpepanailtparscmceiiCredegraritf, aurait^autàur 
de la perpendtcolaire au fin 6ze, paasaM p^r ce txatfç , un mou- 
vement dç rotation uniforme. ' 



' FtH'bitk't-il^b'isii'iHi secHiom, 







TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 
DE I) r N A M I Q U E. 



SECTION IV, 
QUI TRAITE DU MOUVEMENT DES CORPS 

ET 

DES SYStSmES de CORPS DE FORME VARIABLE. 



ObservatloiM préliminalrM. 

» 

1196. JLiA partie de la mécanique dont je vais entretenir les élèves» 
offre, aux géomètres, d'inépuisables sujets de recherches et de médi- 
tations; les efforts qu'on a faits, pour rendre Ifs résultats de ces re- 
cherches utiles II Pastronomie, et aux sciences physico- mathématiques 
en général , ont singulièrement contribué aux progrès des méthodes de 
l'analyse transcendante ; mais ces méthodes n'offrent point encore, à beau- 
coup près, toutes les ressources désirables à la mécanique, quoique celle-ci 
fournisse les équations différentielles de tous les problèmes relatifs 
aux systèmes tant solides que fluides , problèmes dont les solutions 
n'ont ^ en général , vu les bornes actuelles- du calcul intégral, que des 
applications limitées. 

Ces solutions peuvent toujours se déduire du princrpe du mouvement 
exposé et démontré, art. io35 et suivants, au moyen duquel la mise 
en équation d'un problème de mouvemept se réduit à une énonciation 
de conditions d'équilibre; elles sont aussi obtenues, dans beaucoup de 
cas, d'une manière plus facile et plus immédiate^ par l'emploi d'autres 
principes dôiît j'ai, déjà enti'etenu les élèves , et sur lesquels je reviendrai , 
pour les présenter et les démontrer dans toute leur généralité. Ces prîn- 
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je vais démontrer les formules et les théorèmes que )'ai donnés , sans 
démonstration dans le mémoire cité, où j'ai exposé quelques propriétés 
du pendule composé qui n'avaient pas encore été remarquées; voici 
l'énoncé du problème à résoudre. 

Un corps, solide et pesant, oscille autour d'un axe fîxe horizontal; 
un autre corps ^ solide et pesant, peut glisser, par un simple mouve- 
ment de translation, le long de la perpendiculaire à l'axe de rotation, 
qui, partant de cet axe, passe par le centre de gravité du premier corps, 
et sur laquelle perpendiculaire le centre de gravité du second corps est 
assujetti à se mouvoir. Il s'agit de trouver les formules du mouvement 
commun du système de deux corps,applicables à une position quelconque 
de celui dont la position peut changer. 

Soient 

La masse (représentée par son poids) du pendule composé 
séparé du corps curseur P 

La masse (représentée par son poids) du corps curseur p 

La distance variable, à l'axe de rotation, du centre d'oscil- 
lation du système de P et/;^ c'est-à-dire, la longueur du pen- 
dule synchrone , j 

La distance , entre le même axe de rotation , et 

le centre de gravité \^^^ V * • * " ' ^ 

\ àep ,,,,..., t . . . op 

La valeur de x correspondante au maximum d'accélération, 
c'est-à-dire, au minimum de longueur de ^^ ou du pendqle 

synchrone, • « . . . t * • • r • • • • t X 

Valeur Atj'^ correspondante à x = X. ••.•••. ^ ..,•• ^ ..•• . JT 
Le moment d'inertie, de Pou àep^ respectivement, par rapport 
k un axe parallèle à l'axe de rotation et passant pat; le centre 

P , PK^ 

p...t.f .,..,... f., ,.•. p k^ 

En désignant par a, la distance, correspondante & une valeur quel - 
conque de Xj du centre commun de gravité à l'axe de suspensioi?, et 
par {P +p) (tf,^ + ^/), art. 1061 , le moment d'inertie, du système 
fiç» deux masses, rapporté à l'axe dp suspension, on a, ^rt. 1099 , 



de gravité < 

(^ de 



4i6 Dynamique élémentaire. 

y = a,-\ i—; or, art. 273, dans le cas dont 11 s'agit ici, a,= — jj-- , 

"/ " -T p 

et, art. ïo6i , 

^tant substituées dans celle de j'_, on a 

'■ •" •' aP + xp 

si on fait, pour abréger, 

rëquation ( i ) deviendra 

et prenant la valeur àexenjt 

(4) ^=\jr±V\y'^ + Bj—A> 

1199. On peot, maintenant, juger de l'influence qu|a, sur le mou- 
vement du pendnle , le d^placemerrt du poids curseur /7j ou la va- 
leur de X, dans t'équatîon (3) de l'article procèdent; si on fait, dans 
cette équation, ^= + =0 , on aura_y ^ + ao. Ainsi la longueur j', du 
pendule synchrone, n'a point de limites d'augmentation; mais elle en 

dv 
a une de diminution qu'on trouve, soit en faisant — ^ — =0, soit en 
^ dx 

égalant, à iéro, la quantité qui est sous le radical de l'équation (4) 

de l'article précédent, ce qui donne. 



P 
P 



Ainsi on a deux valeurs de x qui satisfont k la condition -f~ = o, 
savoir — B + t^^3 + /f=€t— (S +^^3+ Jî»); la première suppose 



<o. 
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que le. centre de gravité du système de P et^ est au-dessous de Taxe 
de suspension^ c'est-à-dire, que ce système jouit de la stabilité , ou 
qu'écarté de la position d'équilibre il y revient et oscille de part et 
d'autre de cette position; la seconde valeur suppose que le centrç de 
gravité du système est au-dessus de l'axe de suspension ; dans ce cas le 
système n'a pas de stabilité^ si on l'écarté de la position d'équilibre, 
il continue à s'en éloigner quelque petit que soit l'écart initial. 

P 

On aj^= 00, au point de Taxe des j? qui répond à 07=— B = — — -a 

celui où il faut placer le poids curseur pour que le centre de gravité du 
système se trouve sur l'axe de rotation, et qui partage, en deux parties 
égaies^ la distance entre les points pour lesquels on a les valeurs 

x =—B + \/^A^ + B^ et ir=x— (5 +1/^ J^ + B^) ; de part et d'autre 
de ce point moyen^ des valeurs égales de x donnent des valeurs égales 
dej^^ lesquelles, après avoir passé par les minima 

ont ensuite des augmentations sans bornes. 

lAOO. La construction suivante mettra dans le plus grand jour les Fig. i3. 
propriétés du pendule qui a une partie de sa masse mobile le long 
de son axe, je mène deux droites K CK et A' CK' ^ faisant entre elles 
un demi-angle droite et je suppose, pour plus de clarté, la ligne KCK 
horizontale. Entre ces lignes, comme assymptotes, je construis l'hy- 
perbole W<SW, qui a, pour axe, LCL et dont l'équation est 

(j4^ + B^)J/^T j,. ^, , ryr^ ' 

»?= -^ — ^ , en désignant par f la longueur CGj prise sur 

S 

une assymptote, et par ri la parallèle GM k l'autre assymptote. 

Les deux branches de cette hyperbole donneront toutes les longueurs 
du pendule synchrone, correspondantes à des positions déterminées du 
poids curseur p, et réciproquement; voici comment on les obtiendra. 
On tracera une ligne droite FCAFy qui partage en deux parties égales 
toutes les verticales comme GV^ Ef Ej terminées aux deux assym- 
ptotes, ligne qui sera un diamètre de l'hyperbole, et menant une hori- 
zontale VAV k une distance B' A =^B j au-dessous de l'horizontale 
KCK y on prendra, pour point de suspension, l'intersection jéàe YAY 
et FAFp et on mènera par ce point A la verticale XAX qui repné- 
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Part. II 98 s'applique à l'art de régler les pendules. On emploie com- 
munément, pour cette opération, des vis de rappel placées au-dessous 
de la lentille, et qui tournées, dans un sens ou dans l'autre, haussent 
ou baissent cette lentille; lorsque la suspension est à ressort , la vis tient 
au ressort et en tournant l'écrou placé au-dessus du pendule on hausse 
ou oiî baisse sa masse entière.sans être obligé de l'arrêter; mais^ dans ces 
divers mouvements , une variation de i" en un jour, ne répond qu'à 
un déplacement du centre d'oscillation de ~l- (environ ^) de milli- 
mètre, et la petitesse de cette quantité est un inconvénient, au lieu 
qu'en employant un poids curseur égal à la 1000^ partie du poids du 
pendule, on aura, près de la position correspondante au maximum 
d'accélération, une marche de o™^ i de ce poids curseur, pour pro- 
duire à peine une variation de \ seconde ; près de la suspension , la 
même marche ne donnera qu'une variation d'environ 4^', ce qui pro- 
cure.un avantage très -considérable pour la commodité et la précision. 

Meuvemcnt d'un système de corps composé d*un corps M y tournant autour 
d'un axe fixe, et d'un nombre quelconque de corps ^, assujettis à se mouvoir 
sur la perpendiculaire menée du centre de gravité du corps M sur l'axe fixe 
de rotation. 

1202. Si le poids curseur dont il est question dans le chapitre pré- 
cédent n'était pas retenu dans la position arbitraire qu'on lui donne sur 
la ligne qu'il peut parcourir, ^il glisserait le long de cette ligne pendant 
que le pendule se mouvrait ; il est bon d'examiner cette hypothèse, 
et, pour en rendre l'examen plus instructif, je traiterai le cas d'un 
nombre indéfîni de masses fi, placées sur la perpendiculaire menée, du 
centre de gravité de M^ à l'axe de rotation. 

Soient 
Le moment d'inertie de la masse M^ par rapport à l'axe de 

rotation K 

La longueur de la perpendiculaire menée de son centre de 

gravité à l'axe de rotation €i 

La distance, au bout du temps ij d'une des masses^, à l'axe 

de rotation ^ 
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parallèlement aux x et aux j^^ les vitesses respectives -— - et -^^ dont 

les variations effectives sont — ; — et — ^ , représentatives des forces 

de dû ^ 

motrices -^—^ et ^ i ^ . Les composantes de ces forces dans le 

sens de la direction du mouvement de fi et dans les sens Nn^ et Nn 
perpendiculaires à cette direction , sont 

Compotantes j dans le ^ns NS. ^ '' ■ cos. ro 



de 



fiddx 

dans le sens Nn' — -^--= sîn. to 

di^ 

dans le sens 7V5 J^ sîn. « 

dl^ 



Composantes 
ftddy 



de JZr:3L - 

I dans le 



sens Nn. . . .^ r^J ^qj^ ^^ 



i Somme de. ( dans lesensiv4^^'^'^'^''''';^'^'^-^'^ "^^ 
composantes J J dt^ 
des forces | perpendicnlai- ) uiddyco^.G} — ^^j:sîn.c?) 
qui ont lieu y rement à iy5 J ' IT- 

On a 

dx=id^w.(& — ^de^%vn.ù> 
djr^=dpmi.œ +^dacos.(o 

( ddfcos.(û'^:^jif>dis>sm>f9 
^^1 — fddcosin.of'^fdcf^cm.c^ 

* * ( ddfs\n.ei}'\'Skdf)docQ$.€9 

•^ 1 +fddc9cw.c^^-fdc^àin*» 

Multipliant la première et 4a deuxième de ces équations (3) , respecti- 
vemenf , i^ par cos. i» et tin. <o «t faieant la somme 4le6 équations produits; 
s® pQr fii n. ^ 'et cos. io,tt retranchant la première équation produit de la 
deuxième ^ on a les d^ux satvantee 



Section quatrième. 488 

long de Taxe, tenant au corps Mj sur lequel cette masse est assujettie 
à se mouvoir. Cette équation, d'après le principe général, est l'égalité 

à zéro de la somme des composantes ^^sin.o? ct-^*-^ " ^ — ^-^^ 

il L 

cette dernière, qui est la \^^ composante (5) de l'article précédent, 
étant prise avec un sens d'action contraire à celui qu'elle a efTecti- 
yement; on a donc, pour chaque masse, ou point matériel, fi^ 

, . a(ddp — pdc^) 

(a) -^-^ ^-j^ i^=gfiLSin.a 

Ainsi, y étant le nombre des masses fi, les équations (i) et (2) en 
représentent un nombre y + i , au moyen desquelles on devrait pouvoir 

déterminer, en fonctions de /. les y + i inconnues Q , -|- , -T—f -K — • 

' ° dl dl dl 

Mais cette détermination présente , en général , de grandes difficultés 
qui tiennent à l'imperfection de l'analyse. 

Il est bon d'observer que l'équation précédente aurait pu être ob-^ 
tenue, immédiatement, en considérant qu'à un instant quelconque la 

force motrice effective ^ " se compose de la force centrifuge 

U(>^^9 OU fip -— — , et de la composante gfÂ%\n.c}j de la pesanteur 

de fi, prise dans la direction de la ligne, fixe avec le corps Mj que ^ 
est obligé de parcourir, ce qui donne, sans calcul. 



addp d(û^ , 



C*est^à-dire, l'équation ci -dessus. 

i9o5. Désignant, pariV^la pression normale qu'exerce un des corps ^^ ^\„ j. 
contre l'axe tenant au corps M ^ le long duquel ce corps fi est obligé 
de se mouvoir, il est évident que cette pression est égale à Pexcès de 
la composante gficos.a, de l'action de la pesanteur, perpendiculaire k 
l'axe dont on vient de parler, sur la coipposante , normale à NS^ dont 
j'ai donné l'expression (5) , art. i{(q3; fiinsi op a pour chaque corps ^j 
l'éqqation 
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(3) .S \fJ^{dp* + ^dfo^) \ =^Bdfl 

substituant » dans ( 3) , la valeur générale de p dca!^^ donnée par ( i ) » on a 

JS { /*(//f>* + Çddp) \ =Bdl^ 
et^ en intégrant, par rapport au temps ^ on trouve 
parune 1 " intégi-ation . . . . 2{fjiçdç)=zBtdt + \lFdt 
et par une â® intégration. Y • . £{fip^)=^Bi^ + Ft + & 
F et G sont deux nouvelles constantes arbitraires introduites par la 
double intégration. 

Substituant, pour 2 (^f>^), sa valeur donnée par (2), on obtient 
finalement, 

y \ _i Cdt 

^ . Bi^ + Fi + G 

équation séparée qui donnera le mouvement angulaire du système. On 
a vu précédemment ce qu'étaient les constantes C et Bj la valeur de 

la vitesse -f- correspondante à /=o , étant f^o > on a F=l22(uPo ^o ) 
dl 

etG=2 (fif^o). 

^' et p" étant, au bout du temps ij ïeè distances respectives, à Taxe 

de rotation, de deux des corps (a^ que je désigne par fi' et fi'^^ on a, 

d'après l'équation (i) 

ddç' = ç' dco^ ; ddç*' = ^'V û>» 
d'où on conclut 

(5) p"dd(i''-p'ddç" = o 

et en intégrant par rapport au temps, 

(6) p" d^' — ç' dçf' = C, dt \ Cf est la consUnte arbitraire. 

on aurait entre la même distance ^^ et Une autre distance ç"^ ^ au bout 

du temps /^ 

(7) ç"' d^'—ç' dç'"= Cffdt \ Cf, est la constante arbitraire. 

et on déduit de (6) et (7) 

^/' ^^' _ ç' dç" = -^ ( p'" dp' — p' dpf" ) 

divisant par ç'^ et intégrant 

pir Q pin i 

S—. = --^ . -SI- 1- Fff F,, y est la constante i«. 

r ^// r troduite par l'intégration } 

e'" „A e'[ j_x P/// «*//// dépendent de 



d'où -£- ssib ^- + f 



1^/// e* //// dé] 
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dp' dp'' 
distances ç> ^ ç" et p'" et par les valeurs initiales des vitesses — ^ , --|— , 

dt di 

dp'" 

— ^ — dos masses fi! ^ijd' et fu'" ^ dans le sens de la ligne perpendiculaire 

à Taxe de rotation qu'elles sont obligées de parcourir. F^ et les b etj*de 
différents accents sont donnés par C^j C,, et par les valeurs initiales de 

p" p'" 

^, i--7-, etc. les autres constantes se déduisent de celles dont je viens 

e e 

de parler; ainsi le problème du mouvement d'un nombre quelconque 
de corps , assujettis k glisser le long d'une ligne inflexible et horizontale, 
tournant autour d'un axe vertical , est complètement résolu. 

1210. Je vais maintenant avoir égard à la masse du corps Jlf ^ en 
conservant la condition de la ^yeriicalilé de l'axe de rotation et' de 
Vhorizonialité de la ligne perpendiculaire à cet axe et passant par le 
centre de gravité de il/^ sur laquelle les corps fi sont assujettis à se 
mouvoir: je suppose que le système a été mis en mouvement par 
une impulsion donnée au corps M, laquelle a déterminé la rotation, 
tant de ce corps M que des corps (a^ autour de l'axe vertical fixe. 

La solution de ce cas se ramène facilement à celle du cas qui a été 
résolu, art. 1208. Pour cela, j'observe que l'impulsion n'ayant été 
donnée qu'au corps M ^ chacun des corps (a n'a pu commencer à se 
mouvoir, dans lesens suivant lequel il s'éloigne de l'axe de rotation, qu'en 
vertu de la force centrifuge, et que, par conséquent, sa vitesse initiale, 
dans ce même sens, a été infiniment petite ou nulle; en effet on a^ dans 

l'équation (6) de l'article précédent ç" .J^ — " " i=i C,^ au 

dp'o dp" 

premier instant du mouvement, —^^^=^o^Çodùj " ^ ^^si^^of'^dl, 

go étant la vitesse angulaire initiale du système , d'où 

00 

dp' dp" 
On a donc ç" dçf ^^çf dç/'is^o, ou — ^ = ■ ^^- ct en intégrant 
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lâia. J*aî supposé, jusqu'à présent, que l'axe de rotation était ver- 
tical, et que les points matériels [i se mouvaient dans un plan hori- 
zontal, ce qui annulle TefFet de la })esanteur; si Taxe de rotation est 
horizontal, le corps (jl continuant à se mouvoir sur la perpendiculaire 
à cet axe, menée par le centre de gravité du corps M y la pesanteur 
aura son effet tant sur le corps M que sur le corps fi; dans ce cas, 
on fera la somme des équations (i) et (2) de l'art. 1204, multipliée* 
respectivement par dc9 et par d^ , la seconde étant affectée du 
sijgne 2 pour indiquer la somme de toutes les équations pareilles qui 
s'appliquent à chacun des corps ^, et on aura 



\ 2^ \ fi{dçddç-^çdçd(o^^ç^dœddœ \ 
, ~ Kdœddo 



j g \ 2[fl^((>dco cos.â9 + dp sin. co)] 



+gaM.dc9 COS. 09 



di^ 
et en intégrant par rapport au temps, 

,. i:\ii(dp^-\-()^dG}^)-\-Kdù>^\ . , ^ w M f, 

(2) . . . ^^v r ^^^^^ ^^ L=^gsin.ù} \ aM+S(fJip) \ +B, 

Le premier membre de cette équation est la somme des forces vives, 
au bout du temps ij qui n'est plus constante, comme à l'art. 1207, 
mais dépend de l'inclinaison du pehdule Mj et de la position des 
corps fi sur la ligne commune que ces corps ont h parcourir. 

D'autres applications que je pourrais faire, de la théorie exposée 
depuis l'art. 1202 jusqu'à l'art. 1207, offriraient une analyse compliquée 
et peu satisfaisante, sans profit pour l'instruction en mécanique ; ainsi 
je m'en tiendrai aux problèmes résolus depuis l'art. 1208, ^près avoir 
rempli l'objet principal que je m'étais proposé , celui de donner aux 
élèves des exemples élémentaires de l'emploi du principe de la conser- 
vation des forces vives. 

EfTets des impulsions initiales données «u système de corps dont il a été queslioa 
dans les trois chapitres précédents ; phénomènes de mouvement qui ont lieu 
lorsqu'un corps, assujetti |à tourner autour d'un axe fixe, en choque plusieurs 
autres. 

121 3. J'ai supposé, dans les trois chapitres pr<^cédents , que les 
mouvements initiaux^ tant du corps M que des corps ^, étaient 
I b6 
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l'autre parallèle au même plan dont la position est censée connue 
lorsque les corps ^ rencontrent le corps Mj et nommons Ula, première 
composante^ cette lettre Z7 devant avoir le mcme accent que le corps fi 
dont elle représente la vitesse; désignons enfin par ^09 la vitesse angu- 
laire du système^ à l'instant où le clioc est consommé , on aura, d'après 
le principe général du mouvement^ en continuant à désigner, par K , 
le moment d'inertie de Mj par rapport à l'axe de rotation, 

121 5. Les corps fi ayant été supposés se mouvoir, avant le choc, 
flans des sens contraires à celui du plan matériel M, doivent rester sur 
ce plan après le choc. La vitesse absolue de chacun de ces corps fi , dans 
le sens perpendiculaire au plan matériel 31 j a, pour valeur, à l'instant 
ob le choc^.est effectué, f>o^o; ensuite /^ étant k composante, parallèle 
au même plan, de sa vitesse à l'instant où le choc va s'effectuer, et ^« 
l'angle que forme la direction de cette vitesse avec l'axe des p, ^cos. ^o 
et ^sin. ^o seront, respectivement , les vitesses, parallèle et perpendi- 
culaire à cet axe^ qui auront lieu immédiatement après le choc : la 
composante F'cos. ^o se conservera sans altération s'il ne survient pas de 
changement brusque dans le mouvement des corps fit et si ces corps ne 
sont sollicités ni par la pesanteur ni par aucune autre puissance exté- 
rieure; il n'en sera pas de même de la composante /^sin. ^o» la seule 
force centrifuge,qui varie avec la distance dun corps fi k l'axe de rotation, 
devant produire en elle des changements instantanés. Ainsi chaque 
corps fi décrira, sur le plan matériel Mj une courbe dont ^ sera l'angle 
de projection initial , )k compter de l'instant où le choc vient de s'effec- 
tuer, par rapport à une parallèle à l'axe des ç. La détermination de 
cette courbe, et, en général , celle des phénomènes des mouvements du 
corps M et des corps ^, dépendent de la théorie exposée depuis l*ar- 
ticle i2oa: je ne m'y arrêterai pas ayant donné, sur cette matière, 
tout ce qui est nécessaire pour les premières études, et je me bornerai à 
la conséquence suivante déduite de l'équation (/2) de l'article pré- 
cédent et qui peut être utile dans les arts. 

iai6. Jç suppose que le choc du plan matériel Af s'exerce sur un seul 
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12 17. Supposons que la masse entière du plan matériel ilf soit réunie 
au points où ce plan rencontre et choque le corps fi^ ce qui revient 
à considérer cette masse comme un point matériel tenant à un plan, 
dont la densité est infiniment petite ou nulle, et sur lequel se trouve 
un axe de rotation fixe. Dans ce cas les corps M et fi se choquant à la 
distance ^>o de l'axe fixe, on a K = M(>o^ et l'équation (i/2) de l'ar- 
ticle 12 14 devient, en y remplaçant P par sa valeur jiKj onAMp^^, 

ga= "^ —^ — et la quantité de mouvement, communiquée à ^, 
a pour valeur 

{12"). . . .^f>o«o= ^ -; ^- 

cette équation est la même que celle qu'on aurait dans le cas de deux 
corps durs et libres qui seraient animés, avant le choc, des vitesses A^^ 
et + U. Si Aj M^ fi et U sont des quantités données, l'équilibre a 
lieu lorsque ^ se meut dans un sens contraire à celui du mouvement 

de M et qu'on a f^© = . ^ i si fi est en repos avant le choc , sa 

quantité de mouvement ^^^ , après le choc , sera proportion- 

nelle h fo' 

1218^ Le plan matériel ilf étant supposé, comme ci-dessus, tourner 
autour d'un axe fixe^ situé dans ce plan, désignons, par mj un de ses 
éléments de masse, par x et z les distances respectives de m à l'axe 
de rotation et à un autre axe coupant le premier à angle droit et 
passant par le centre de gravité de M, par aj la distance de ce centre de 
gravité de Mj à l'axe de rotation^ ou axe des Zj et par ^ la vitesse angu- 
laire; la quantité de mouvement de m sera ^xm^ et toutes les quantités 
de mouvement pareilles^ dans l'étendue de M j auront une résultante 
= S (^xm)fOu ^aMj dont la direction, perpendiculaire au plan M, 

2!(Qx^m) k^ 

le rencontrera à une distance — ^^' ,^ \ ouû4-~, del'axede rotation, 

ou axe des z^ (k* représente la quantité par laquelle il faut multiplier M 
pour avoir le moment d'inertie de cette masse M par rapport à un axe 
parallèle à Taxe de rotation et passant par le centre de gravité) et à 
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que )c prendrai pour Torigine du temps ^ Je corps ^ est posé au. haut 
de la courbe, en C^ et abandonné à la pesanteur; il descend, aIors> 
le long de la courbe CNA et exerce , par son mouvement , une 
pression sur celte courbe qui détermine le plan matériel dont je re- 
présente la masse par P^ à se n^ouvoir sur la ligne AX.ei dfias'le 
sens AX. Les vitesses initiales de ^ et -P étant supposées nulles, le 
corps fjL est continuellement en contact avec le corps P, et le premier 
corps en décrivant, sur le second, la courbe CNA^ décrit, dans l'es- 
pace, en vertu du mouvement du système, une courbe C N'R. 

On peut , au plan matériel, substituer im corps dont ce plan serait 
une section verticale, passant par son centre de gravité, la courbe CNA 
étant une rainure, ou un canal d^ns lequel le cjprps fi serait introduit; 

• • • ' 

tout ce qui va suivre s'applique indistinctement à cette hypothèse et 
i la précédente. 

Soient, au bout du temps ij A' hf Ef C N' A^ la section du corps 
ABECNA y ou du corps V , et N' la position du. corps ^ sur ce 
corps P. Abaissant; du point C^ la veirtîcale C/?^ je mené par le 
point iV l'horizontale NN' N'\ la tangente Tt à la courbe At N' C\ 
la normale O cy à la même courbe, et je fais 

L'espace parcouru pendant le temps /^ par le corps P 

= A A' = NN' = '. « 

La descente veriicale da corps ji, pendant le temps /^ == CN" = i^ 
L'espace horizontal parcouru^ pendant le temps tj j>ar le 

même corps = N' N^' = ." ^ 

L'ordonnée horizontale de la courbe CNA dans sa po- 
sition initiale = N" Nzsl , ^' 

L'arc de courbe parcouru, par le corps "fifiw le coips P= CN'^ s 
L'angle iTXforùié par l'élémëiit -de courbe iur leqUel le 
corps fiL se trouve ^u bout du temps ij et par l'horizon = . . . ^ 
La pression normale exercée par le corps ^ sur le corps P. . . TI 

La force accélératrice due h la pesanteur. .;...... .^^. ff 

Je cherche ^ d'élbqr.d. ,. le^ .expressions; des forces motrices qui 
ont lieu , tant dans le corps fi que dans le corps Pj et je commence 
par celles qui dérivent du mouvement particulier de //sur P. La 

ds . , 
vî tesse effective de^, en N\ sur la courbe CN'A', est égale li -^— ;ainsi on a. 



I iV'iV'' 
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N'T -4^^ 

Composante» de g fi sin.^ 

sin.^ 

3®. La composante, parallèle à AXj de la pression II du corps /^, 
contre le corps P ^ IT s\n. ip 

La composante de cette pression^ perpendiculaire à AXj est détruile 
par la résistance du plan immobile >^X 

1220. On a ainsi , pour le corps fij deux groupes de forces, tant 
effectives qu'imprimées, un de ces groupes étant composé de forces 
dont les directions sont sur la tangente Tlj l'autre de forces parallèles 
a AXj et, pour le corps Pj un seul groupe de forces parallèles à y4X. 
Le principe général du mouvement fournira ainsi trois équations; savoir, 
deux pour le corps ^, et une pour le corp Pj résultantes de l'égalité à 
zéro de chacun des groupes de forces dont je viens de parler, égalité 
qu'on formera en prenant, soit les forces effectives soit les forces im- 
primées, avec des signes contraires à ceux qHe comportent leur sen^ 
d^action. Ces trois équations sont les suivantes, 

. . [idds ^^fidsd^ COS. ip g/n — ITcos,(p 

^ ^ di^ dt^ sm.^ sm.^ 

. V fiddx,^. fidsd^ I gfjLCos.^ — H 

(3).... — — — Zrsin,^=o 

Je multiplie (a) par P^ (3) par/*, et retranchant le deuxième 

ddcc 
produit du premier, se trouve éliminé, et j'ai, en multipliant 

par sin. ^, 

^^fi^^^PfAgco%.4i '{'Pn -{^ nfi^xn^^^o 
d'où je tire 

(4)....,ff=^P^(^co..#-^) 

P + ^sin.»^ 

? 57 
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Les intégrations à &ire pour déterminer le mouvement de (i dans 
le sens de la courbe CNA. et dans le sens vertical, se trouvent ramenées 
aux quadratures. U s'agit maintenant de déterminer le mouvement 
horizontal de P. Pour cela je multiplie réquation (i) par cos. ^ et 
retranchant le produit de (a), j'ai 

addx tÂdds COS. à , udsdêsm.à , rr » 
dl^ dl^ ' dl^ ' ^ 

Pddx . 

substituant^ pour /Zsin.^^ sa valeur ' , ^ j déduite de l'équation (3), 

intégrant et multipliant par dt^ j'ai 

dcc 
La constante eat nulle, les vitesses — 

dt 

et — I. Ayant été supposées nulles au 
dt 

^premier Instant du mouvement 

Substituant^ dans cette dernière équation, pour ds^ sa valeur donnée 
par l'équation ( 8 ) , on a , 

f F 'Yft sin.» ^ 
d'oîi 



(il). . , (P+fi)dx — fidsco5.4>=cf 



V: 



on a , ainsi , la vitesse de P à un instant quelconque , la relation , 
entre ^ et ^, étant donnée lorsqu'on connaît la courbe CNA. 

Si on substitue, dans l'équation précédente, pour dtj s? valeur donnée 
par l'équation (9) on aura 

j fj^dscos^ 
J'observe que ds co9, ^ *= d^' à'Qb/ds ces. ^ *= ^ et 
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( ox («^ j I** TOnitanfe est nulle parce qu'on a, en 

jP-|-/z', temps, j;^o ei i?'=o. 
On a, par l'équation de la courbe CNA, ^' en fonction de Ç, et, |)ar 
la deiixitinc équation (lo), ^ en fontion de t , on aura donc l'es- '^ 
pace Xf parcouru par le corps J*, au bout d'un temps quelconque. H; 

I22I. La trajectoire, décrite dans l'espace par le corps ^,se dtduit|'' 
bien simplement de l'équation ( i3) de l'article précédent. Retranchant 
ftT de l'un et l'autre membre de cette équation, après avoir multi- 
plié chaque membre par P-\-u., et faisant attention que o:-\-^:=^' , 
ou f' — a? = ^, il vient 

Fig- i5. d'où ft:F::x:^::NN':]SI'N" 

chaque point ]S' de la trajectoire de /*, dans l'espace, partage l'hori- 
zontale A''iV" en deux parties IVN'et N* HP' qui sont, entre elles, 
dans le rapport des masses ft et F ^ 1 s points iV étant pris sur la 
courbe CNA dans sa pesition initiale. 

. laaa. Le mouvement du centre de gravité, du système des deux 
corps F pt ft, & une propriété que je ne dois pas omettre, parce 
qu'elle fournit un exemple de l'application de ta théorie démontn-e, 
art. II 14 et suivants. La pesanteur est la seule force agissant sur le 
système qui ne dépende pas des actions réciproques des corps de ce 
système; ainsi, d'après les articles cités, te centre de gravité ne peut 
avoir qu'un mouvement -vertical, et c'est ce qui est parfaitement vérifié 
par les formules" précédentes ; en effet appelant B là distance du point 
de départ Cj du corps ^, à la verticale passant par l'origine des x, 
et E la distance , à la même verticale , du centre de gravité de F, 
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ôpnouvement ; le centre de gravité se meut donc, constamment dans la 

même verticale^ ainsi qu'on peut le conclure de la théorie ci-dessus citée. 

j^ 1223. Dans le cas où le corps -P serait immobile, ce qui revient à 

^jupposerla masse P infinie, l'équation (8), de l'article 12:20, donne 

j^ 

-y- =r^2gÇf d'où on conclut les propriétés du mouvement sur une 

K courbe fixe, démontrées dans la deuxième section de cette deuxième 
^j partie du cours. 

1224. Si la ligne, parcourue par le corps fit sur le corps P, est une 

ligne droite, l'angle (p sera constant, on aura Ç^=s s\n,<p , iis= — — 

sin. (p 

et en faisant 



. M/2ff{F+fiL] 

f x^ + ^sm.* 
ic I art. 1 220 a 

^M On 

a \ 



l 

l'équation (8) de l'art. 1220 aura pour intégrale 

a en même temps ^=0 et Ç=Oy ainsi la 
( I ) 1= ^^ 1 constante est nulle. 



d'où on tire ^=z^a^i^; substituant cette valeur dans l'équation (12) 
du même article 1220, et faisant 

, .1 / ff g a sin. ^ cos. ^ 

^ ^\ 2(P+^)(P+//sin.^^) P^-fiûn.^^ 

cette éciuation (12) a, pour intégrale, 

(2) x=^hl^ 

l'équation (4), de l'article cité, devient, en observant que 4>=constanie 
donne ^^=0, 

(3) . . . . n= ^, .gcos.ç 

I^ + fiLsin.^^ 

enfin, d'après ce qui a été démontré, art. 1220 et 1221, la ligne par- 
courue, dans l'espace, parle corps^, est une droite partant du point C 
et coupant la ligne AD en un point qu'on détermine, en cherchant, 
par l'équation (i3) de l'art. 1220, la valeur de x correspondante à 

u B 
^'=yiD=B j qui est a? = .^- ; faisant CD=Hj on a, pour 

l'équation de la trajectoire rectifigne de ^ , dans l'espace 
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minées à celles qui entrent dans la valeur de dt^ ci-dessus rapportée, 

i^^H—z, d^= — di; d^'=—dy 

ds^ = da^ = dj^ + dz^ 
et la valeur de dt prend la forme 

si après avoir substitué, pour dj-^ sa valeur, en fonction de 5 et ^s^ 
donnée par l'équation de la courbe CAO ^ on intègre cette équation 
de manière que l'intégrale s'évanouisse lorsque j5 = H, on aura le temps 
de la descente de (7 en N } faisant, ensuite, dans l'intégrale, «=o, 
on aura le temps total d'une demi -oscillation, ou de la descente de 
C en A. 

12,26. Ainsi l'équation de la courbe CAO étant donnée, on aura 
toujours les moyens de calculer la durée de la descente depuis un 
point déterminé C jusqu'au point A le plus abaissé; mais on peut 
faire, de la courbe CACy l'inconnue du problème, et cherchera la 
déterminer d'après des conditions qu'on s'imposerait ; ces conditions sont, 
en général, susceptibles d'être énoncées par une équation de la forme 
dt=& Çdzj & étant constante et Q une fonction de l j . : l'équa- 
tion de la courbe cherchée est S^ Q^dz^ s2L- — \ — Jllzl =0 

ou 

^ 

(6) . . . . dz^ |i^j^^^d.^(fl:^,)_, jU 

On doit avoir une équation de condition , entre le^ constantes, pour 

exprimer que la tangente de la courbe, au point A, est horizontale, 

dz 
ou qu'on a les valeurs simultanées z=o, r=o et = o- condi- 

tions avec lesquelles la forme de la fonction Q doit être compatible. 
L'équation (6) pourrait, d'ailleurs, donner lieuiplusieursautresobserva- 
tions que je supprime pour abréger, me bornant à l'appliquera un cas par- 

ticulier, digne de remarque, celui dans lequel on aurai t Ç œ r-7====^ 

Ir Z\Ii — Z^ 



faisant, pour la commodité du calcul, 0=\/ * — ,ana 
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Pour connaître la courbe décrite, dans l'espace, par le corps ^, on 
retranchera, de ^' chacun des membres de Téquation ( i3), art. laao, 
et faisant attention que^^ — ^ = (?> on aura en faisant -^ -D = 5 

si au lieu de compter les abcisses de la trajectoire décrite dans Tes- F'g- 16. 
pace, à compter de la verticale CD y on les compte à partir de la 
verticale ^F, et qu'on les désigne par 17, on aura ^=B — ^ , ^^=—^3? 

et ^7?= p dy^ ou, en substituant, pour dy.^ sa valeur ci-dessus, 

la trajectoire^ décrite dans l'espace, est une cycloïde racourcie, dont 
les ordonnées horizontales sont, à celles de la cycloïde ordinaire^ en- 
gendrée par un cercle dont le diamètre = C7^ dans le rapport de \/^ P 

à J/^P + fjL ; les ordonnées horizontales, de cette dernière courbe, 
sont moyennes proportionnelles géométriques entre celles de la courbe 
décrite sur le corps JP^ et celles de la courbe décrite dans l'espaee; il 
est bien entendu qu'il s'agit ici des rapports des ordonnées horisEontales 
prises k une même hauteur au-dessu8 de jiDj et comptées, pour 
chacune des trois cycloïdes, à partir de son a^ce vertical particulier^ 
ou de la verticale passant par son sommet. 

Chocs de plusieurs corps sphérique» par un seul , le corps choquant et les 
corps choqués étant ou parfaiteinept durs, pu doué^ d*un degré quelconque 
d'élasticité. 

1226. Après avoir donné quelques exemples de la détermination des 
phénomènes de mouvement des systèmes de forme variable , lorsque 
ces systèmes ne sont pas libres , ou que leurs mouvements sont assujettis 
à certaines conditions indépendantes des actions des forces, je passe aux 
systèmes entièrement libres , et je vai& traiter, d'abord , le cas de plusieurs 
corps doués d'un degré quelconque d'élasticité, en supposant que l^un de 
ces corps choque tous les autres ensemble. ' 

Je désigne par /»', m", »»'", etc. les masses des corps choqués, et, 
par f£ , la masae de celui qui les frappe tous an même instant. 
I j>8 
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• lFM=:\[/!iU+Z{mG}Cos.a)] +[^(mcûsin.a)] [^ 

soît j4D^ la direction de cette résultante , qui est aussi celle du mou- 
vement du centre de gravité, je nomme ^ l'angle D' AD qu'elle 
forme avec la direction de Z7, et j'ai 

XX . j 2(mG}S\n.ji) - fiU + S (fnrocos.-a) 

(i;...sin.yf ^.^ ; co8.>^ ^^ 

Je puis, au moyen de ces équations, considérer la ligne de direc- 
tion A D\ de PP^j comme une ligne, ou axe, donné de positiQp.4iW¥il^ 
plan des centres des sphères, et prenant, d'abord, le système à l'instant 
où les phénomènes du choc n'ont encore eu lieu qu'à la ix)anière des 
corps durs, je fais, pour cet instant, 

La vitesse du corps choquant fit, que je suppose dirigée sui^ 
vant AR' = t/ 

L'angle ly AB! formé par cette direction et par celle de \^ 
résultante générale fV M=i »Q 

L'angle NAIV^ formé par la direction de la vitesse u de l'un 
quelconque des corps choqués et par la direction de la résultante 
générale fVM^=^ ^ 

D'après le principe de la conservation du mouvement du centre de 
gravité , les actions réciproques qui viennent de s'exercer entre l^s 
corps ne changent rien, soit en quantité soit en direction, à la vitesse 
du centre de gravité; ainsi cette vitesse est toujours égale à 1^ somme 
des quantités de mouvement qui ont lieu suivant AD' y divisée par la 
somme des masses, la somme des quantités de mouvement qui ont lieu 
perpendiculairement k AD' devant être égale à ^éro, ce qui fournit 
les deux équations 

\ WM — flVCOS.Jl ^(/7Z2/COS.^) = Q 

Ces mêmes équations se déduiraient aisément du principe général du 
mouvement; il faut maintenant en avoir uqe pQur chacun des corps 
choqués , et on l'obtient , en considérant qu'à l'instant où les phéno- 
mènes du choc n'ont encore eu lieu qu'à la manière des corps durs, la 
vitesse relative de (â et de l'un quelconque des corps nij tloit être nulle, 
et qu'ainsi la composante de v^ prise suivant la direction de j;^ ^ est égalq 
^ Uj ce cjni 4oiine l'^qation ^épérale i^s;s»(/cos, (i/2 + .^), o^ 
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en conservant u^ sous le signe , on peut mettre les deux premiëref 
équations (6) sous la forme 

Î'fl UCOS. a:=fli^ + 2\ (u C7)/»C08.e ( 

Supposons maintenant, que chacun des corps m soit doué d'une 
élasticité ayant, avec l'élasticité parfaite, le rapport de n:i (voyez l'ar- 
ticle 747). Dans ce cas, la compression de m^ produite par le choc, 
étant due à la quantité de mouvement (u — o) mj une partie n (// — o) m 
de cette quantité de mouvement est, par l'effet de l'élasticité, gagnée 
par 772^* au moyen de quoi , lorsque le choc est consommé , chacun des 
corps m a acquis, outre la vitesse Uy ou la quantité de mouvement uriiy 
une quantité de mouvement n(u — c})m. Sa quantité de mouvement 

totale est donc 

um + n{u — co)m=m \(i + n)u — /lû?}; 

et sa vîtesse=(i + n) u — »«, expression qui , en substituant , à u^ l'une 
des valeurs v cos.(i2 4- ^) ou v cos. e, devient 

#^(1 4-/z) COS. (i2 + ^) — n(ùy ou, ^^(1 4-/2) cos. 6 — nc9. 

Les quantités r et •/2 sont données par les formules (5), de l'ar* 
ticle précédent, et on a (i=^fl — A y e=-I2 4- ^=^4- a; les angles a 
sont tous donnés par l'état initial du système ; les angles ^ sont donnés 
par cet état initial et par la position connue de la ligne de direction A D' 
de TV M. 

La quantité de mouvement n(u — œ)my gagnée , par chaque corps m^ 
dans une direction qui fait un angle «avec celle de if y sera perdue, dans 
la même direction, par le corps ^^ ce qui changera la vitesse ç en une 
vitesse w que je suppose dirigée suivant la ligne Ak faisant, avec AR! j 
un angle = ^^ et on aura les équations suivantes , 

/gx \ fi wcos.û=fi(/ — n2\ (u — G})mcos.€ \. 

\ fiw s\n.û= nZ\(u — a})msin.€ } 

Substituant, dans ces équations^es valeurs de S \ (u — co)mcos,€ \ 
et deZ{ {u — fi»)msin.£|, tirées des équations (7), on a 

/ N f wcos.û=i(n 4- i)ç — nUcw.ûL 

\ Tvsin. ^= n Usin. a 

d'où on déduit ultérieurement 
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La vitesse relative, avant le choc, était Ucos.a — cj, elle a chaogé 
de signe et s*est diminuée dans le rapport de i:n. 

i23o. La somme des forces vives après le choc a, pour valeur, 

f£W^-^I!\ ^[ ( I + n)i/cos,€ — /z«]* I 
ou, en développant la quantité qui est sous le signe S 
(i?)...^TvH-(i +/z)^}^(i +n)2{mcos.^€) — a,nZ(mG)COS.€)\ +n^Z(mG}^) 

Dans le cas de L'élasticité parfaite, qui donne /z = i , cette expression 
devient 

fiw^ + 4<'{ çSÇmcos.^e) — Z^mtocos.e) \ + 2(mro^) 
on tire, de la première équation, (6), de Tart. 1227 i^2 (mcos^e) 
—S (mo€os.ê) =z fA^Ucos.a — t^); substituant cette valeur et celle 
de fiw^f donnée par la première équation (9) de l'article cité et dans 
laquelle on fera /s= i , on aura, toutes réductions &ites^ l'expression 

Ainsi, dans le cas de l'élasticité parfaite, les forces vives sont conservées. 
I23i. Faisant n = Of dpns l'expression (â) de l'article précédent^ 
oa a le cas de la parfaite dureté, et cette expression devient 

y fiLw^ + i^^2(mcos.^€) 

la condition de /?=o, donne évidemment h^=o, et l'expression (/) 
devient, en y introduisant cette valeur, 

la perte de force vive est, dans ce cas, 

ou, fi{lJ^'^v^) — Z{mu^) 

Si dans l'expression (y) on substitue, pour f -Z(/wrcos.*6),sa valeur, 
tirée de la 3* équation (6) de l^art. 1227 S^* ^^ f^ {Ucos.a — ç) 
+ Z{mû}cos.€) et celle de ^tv^rs^f*, donnée parla condition /i=::o, 
cette expression deviendra, toutes réductions faites, 

i/\^ Vcos.a + S{mfocos.e) ] 
et se réduira à ^1/ 27cos.a lorsque les vitesses initiales cj seront nullos. 

Choc de deux corps , dur« ou élastiques , et de formes quelconques. 

1282. 0eui corps, de formes quelconques, étant ^uppof^ avoir, 
dans Tespace^ des mouvements tels qu'ils doivent se rencontrer et se 
choquer,, je représente par Jfcf et M^j ïes masses de ees corps. Consi- 
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Composante de la vitesse ( x^ ce-}-/7/5, — /ïj', 1 

absolue de la molécule dM , 1 r , » I / \ 

avant le choc, prise parallè- 'j •// vj+nx, — lz, > (i J 

lement à l'axe des y z, ^^+ ^J, — mx, ] 

A l'instant où toutes ces valeurs ont lieu , le choc s'effectue, et il se 
fait un changement brusque dans l'état de mouvement de toutes les 
molécules du corps; les corps M et M' étant, d'abord, considérés 
comme parfaitement durs, et, de plus, leur contact, au moment du 
choc, étant supposé avoir lieu sur un point unique de chacune de leurs 
surfaces, le corps Af exerce, en ce point, sur le corps M' ^ une per- 
cussion mesurée par le produit PU d'une certaine masse P par une 
vitesse U j produit que je représente par N ^ la même lettre devant 
représenter la réaction, que le corps M' exerce sur Mj cette action et 
cette réaction sont dirigées, du dehors au dedans de chacun des corps, 
perpendiculairement au plan tangent commun mené par leur point de 
contact. 

Je puis maintenant considérer cette quantité de mouvement inconnue 
PU y OU N ^ comme due a une cause motrice quelconque , en sup- 
posant toujours qu'elle est imprimée au corps M ^ normalement à sa 
surface, au point où le choc a lieu; la même hypothèse pourra se 
faire sur le corps M' j au moyen de quoi on aura, par le principe 
général du mouvement, des équations d'équilibre séparées, lesquelles 
contiendront, pour chacun des corps, la quantité commune N^ équa- 
tions qu'il s'agit de trouver. 

Soient à l'instant où le choc est effectué, // la vitesse du centre de 
gravité, ^ la vitesse angulaire, autour du nouvel axe instantané de 
rotation, ci j? ^ q et r les produits de ^ par les cosinus respectifs des 
angles que cet axe fait avec les ^,^JK/ ^^ ^t'^ P i ^y ^» '^^ cosinus des 
angles respectifs, formés par la direction de u et par les x^^y^ et s,; 
^y'^y K '^s coordonnées, respectivement parallèles aux x^^j, et z,, 
du point de contact , et enfin a^ b j c^\ts cosinus des angles respectifs 
que la direction de N fait avec les x^^jy^ et «,. 

On aura, immédiatement après le choc, les expressions suivantes 
des composantes, parallèles aux axes coordonnés, de la vitesse d'une 
molécule quelconque, ou élément de masse dM^ expressions qui se 
déduisent des mêmes considérations que les formules (i) ci- dessus, 
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Ces intégrales doivent être prises dans l'ttendue eLtihrt de la mitsse 
du corps , à l'instant où le choc est effectué ; «*, ^ j", tt «, sont les 
variables^ N, i^jUjÇ,ri^^ei toutes les quantités angulaires doivent 
être regardées comme constantes. Les propriétés du centre de gravité 
donnent lieu4i quelques réductions» et^ de plus, la figure, la grandeur 
et Pétat p}iysi€[ue du corps étant connus on peut simplifier considé- 
rablement l'analyse en prenant pour axe des ^,^ j^,> 2, les axes prin- 
cipaux qui se coupent au centre de gravite; on a, soit par les propriétés 
de ce centre, soit par celles des axes principaux, 

fXfdM'=^ o ; fjf dMz=^ o ; J^z,dM^= o 
/x^jr,iiM=o ;/^x,z^M=o \fyfifdM^=^o 
faisant, ensui te j comme à l'art. 1164, 

JdM{x,^ +j,^)^CjfdM{x,^ + z,-) = Bj fdM{z,^ +Jr') = ^ 
les équations (i) deviennent, en y introduisant ces diverses valeurs^ 
et faisant attention que/dM.=:M 

N a + M {ve — uç) := o 

Nb 4^ m\ vf— ua) = o 

N e + M {vg — u r) = o 

N{na—Çb) + C{r—n) = o 

KN{i;6—nc)+ A{p—i)=o) 

En appliquant , au corps M'j les mêmes raisonnements qui ont conduit 
aux équations ( i) et (a), on parviendra à des équations, absolument 
de même forme, entre la quantité commune iVet les quantités corres- 
pondantes k a, bj c^ Vj u, etc.; ainsi il suffira, quant à ce corps JW , 
de copier les équations précédentes avec la seule attention d'indiquer 
que les lettres , autres que la lettre N^ n'ont pas les mêmes valeurs 
numériques, ce qui pourra se faire en accentuant celles qui n'ont pas 
d'accents, et en supprimant l'accent de celles qui en ont; ainsi les six 
inconnues p , q ^ r ^ up , ua , ut, relatives au mouvement de i^f^ 
seront^ quand il s'agira du mouvement de M' , désignées par p\ 7', z', 
u' p' , u' (/ j uW 

On peut, d'après cette convention, considérer les six équations (â) 
comme en représentant douze; mais le problême, ayant treize in^^ 
connues, savoir, 

Py 7> ^> P^9 /> r', up, ua, UT, u'çf ^ wV, vfr^ ^ etJ9 



(1).... 



On aura pour le oorpi M^ des 
équations absolumeut de même 
forme , ainsi les six équations 
ci- à côté^ doivent être consi- 
dérées comme en représentant 
doii2e. 
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avec cette équation et les douze précédentes, représentées par (2), 
on pourra calculer chacune des treize inconnues, 

Py ^9 r, p' ^ q' y /, 1/^, «a, i/r, u' q\^ h' (/ ^ u' t' et N ^ 
qui ne sont qu'au premier degré dans ces diverses équations. Quand 
on aura calculé les inconnues wp^ ua, ut, en faisant 

et observant que ^^ + ^^4"^^=^ î ^" ^"^^ ^^=^\/^ Q j et les valeurs 
particulières de ^^ a et r se trouveront égales aux quantités connues 

u ^ H a u r 

Pareillement l'expression ^//* + ^^ 4" ^^ donnera la vitesse angulaire 

après le choc, et en représentant cette expression par TV^ -—5., -^, -— - , 

fr JV TV 

seront, respectivement, les cosinus des angles formés par l'axe instan- 
tané de rotation et par les x^^ j, et z,. 

Les mêmes observations s'appliquent aux quantités u' p\ li! a^ u' t\ 
p\ q' y V \ ainsi on aura, pour chacun des deux corps, les valeurs sé- 
parées de la vitesse du centre de gravité^ des angles que la direction 
de cette vitesse et celle de l'axe instantané de rotation font avec les 
Xfy y^y Zfy et enfin de la vitesse angulaire autour de cet axe. 

1284. L.e ^^s ^e l'élasticité se déduit aisément de ce qui précède; 
les phénomènes, dus à cette propriété <Jes corps, ont lieu immédiatement 
après l'instant où le choc s'est opéré à la manière des corps durs, et 
je suppose que les changements dans l'état de mouvement de M çt M' , 
depuis le moment où ils sont en contact jusqu'à celui où l'élasticité a 
complètement produit son effet, se font pendant un temps qu'on peut re- 
garder comme inflhiment petit. D'après cela, l'élasticité de M et M 
étant à l'élasticité parfaite dans le rapport de /z à i , lorsqu'en vertu 
de la percussion normale 'N y qui s'est exercée au point de contact, les 
éléments de surface de M et ]\T ^ qui se touchent à ce point, ayant 
acquis des vitesses égales, n'exerceront plus d'action l'Un sur l'autre, 
l'effet de l'élasticité sera , conformément aux explications détaillées 
que j'ai données sur cette matière, de reproduire sur chaque corps, k 
leurs points de contact, une action normale nN dirigée du dehors au 
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valeur dans les équations précédentes» qui ne contiendront, alors, que 
les douze inconnues wB, wS, ^vT*, ^>f^>^i h^/^S ^' S' ^ v/T' ^ 
^f jfi' y 1/ i ces douze inconnues étant calculées, on aura les valeurs sé- 
parées de w, Ry S, T, S2, jy h, h, et de leurs correspondantes 
accentuées, par le procédé expliqué à la (in de Tarticle précédent; on 
obtiendra donc^ dans le cas de l'élasticité d'un degré quelconque, comme 
dans celui de la dureté parfaite, les vitesses des centres de gravité, les 
directions de ces vitesses^ les positions des axes instantanés de rotation 
et les vitesses angulaires autour de ces axes. 

1235. Les cas particuliers qu'on aura à traiter fourniront ordinai- 
nairement quelques moyens de simpTification , mais voici, à cet égard, 
des considérations générales que je ne dois pas omettre. Menons, par 
le point de contact^ deux axes^ perpendiculaires entre eux^ tracés sur 
le plan, tangent aux deux corps, qui passe par ce point, et décom- 
posons chacune des vitesses initiales f^ et (^, en trois autres, dont deux 
soient parallèles aux axes dont je viens de parler, et la troisième, 
perpendiculaire au plan qui renferme ces axes; désignons ces compo- 
santes, par ^, \J/ j o , pour le corps M ^ par x! * '^' > ^' 9 po"r 1^ 
corps M' ; la vitesse du centre de gravité, du système des deux corps, 
sera, art. 1114, et suivants, tant avant qu'après le choc, égale à 

et on aura les expressions suivantes des cosinus des angles formés par 
la direction de son mouvement et par les axes auxquels >^> \^^ et g> 
sont parallèles. 

Mx^-J^x! MyP^M^t.' Mio+jM'cy 

J'observe maintenant que l'invariabilité des valeurs (i) et (2) doit aussi 
exister, en particulier, pour chacune des quantités de mouvement J^^x^ 
M\p, M y(l 9 i^T^', puisque ces quantités de mouvement ont lieu dans 
des plans perpendiculaires aux directions tant de la percussion iV, que 
des réactions nN} cette percussion et ces réactions n'ont donc d'effet 
que sur les quantités de mouvement M<o ^ M! eaf perpendiculaires au 
plan tangent, et cet effet consiste à diminuer Tune de la même quan- 
tité dont l'autre est augmentée j condition nécessaire pour que le centre 
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Une corde, ou un fil tendu , considérée comme une ligne droite ma- 
térielle, a ses points extrêmes immobiles ; cette corde , ou ce fil, ex- 
tensible et élastique, dans le sens de sa longueur, mais, d'ailleurs par- 
faitement flexible résiste, en vertu de son élasticité, aux forces qui 
tendent à le courber. La tension à laquelle cette résistance est due 
peut être obtenue par divers procédés; on sait que l'usage ordinaire, 
pour les instruments de musique, est d'employer des chevilles un peu 
coniques, qui entrent, à frottement, dans des trous de même for- 
me, et autour desquelles , les cordes sont enroulées , par un de leurs 
bouts, l'autre bout tenant k un point fixe; les chevilles, plus ou moins 
tournées, donnent aux cordes différents degrés de tension. Mais ce 
moyen, ou tout autre dont on voudrait se servir, équivaut toujours à 
l'effet -d'un poids, suspendu à chaque corde, en substituant, à l'arrêt, 
qui tient, un de ses points, fixe, une poulie, infiniment petite, sur Ia~ 
quelle ce point serait soutenu, et donnant, si on veut, des positions 
horizontales, à l'axe de la poulie, et à la partie de la corde comprise 
entre cette poulie et celui de ses points qui demeure fixe. 

Ce fil a pris, & un instant, et par des causes quelconques, une 
certaine forme, et en vertu tant des vitesses dont ses différents points 



fois , dans le volume de 1747 , des Mémoires de l'académie de Berlin , et qui 
a intégré d'autres équations en différences partielles^ dans ses écrits sur la cause 
des vents et sur la résistance des fluides. Il a, ainsi, la priorité quant à ce qui' 
concerne les applications de ce genre d'équations aux sciences physico-mathé- 
matiques, mais la gloire de l'invention du calcul intégral aux différences par- 
tielles appartient à Léonard Euler; ce grand géomètre avait intégré en 1784 

l'équation du premier ordre de la forme I -t— I = -^/^[j ) + 1 "T^ ï ^ i^/J ) * 

l/ei <p) étant des signes de fonctions;^ représebte un paramètre, constant 
pour une courbe déterminée, et variable d'une courbe à l'autre, x et ^ étant 
les coordonnés rectangulaires. (Voyez son mémoire , qui a pour titre, Methodus 
inveniendi eqliaiiones pro infinitis curvis ejusdemgeneris.Mémolreê de l'académie 
de Pétersbourg , année 1784 et 1785). Il a ensuite traité fort en détail la théorie 
des équations aux différences partielles, dans le troisième volume de son calcul 
intégral , qui est le premier ouvrage où ce calcul soit présenté de manière h 
pouvoir être classé parmi les méthodes analytiques. 

I 60 • 
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èôîitigus, on peut poser Tëquation de son mouvement comme s'il était 
libre; mais avant de lui appliquer le principe général , il faut faire 
attention que» d*après les conditions qu'on s'est imposées sur l'étendue 
des oscillations et d'après la. petitesse de l'angle <p qui en résulte , la 
longueur d'un arc quelconque de la courbe ne diffère de celle de la 
portion de Taxe des abcisses, à laquelle elle correspond , que d'une quan- 
tité négligeable par rapport à l'une et à l'autre longueur, et il suit de là 
que le mouvement de l'élément de masse dm a continuellement lieu ^soit 
dans un sens soit dans l'autre, suivant une même perpendiculaire à l'axe 
des X, sur laquelle se trouve la coordonnée^ de cet élément de masse. 
Ces préliminaires posés, la force motrice imprimée, et celle qui a 

lieu, sont , respectivement , rdip et l -j-^ j dm^ dt étant constant; 
ces deux forces motrices ont leurs directions sur une même ligne droite, 
et comme tang. ^=s^ =3 -^, d'où ^^=1 -7-^ I dx ^ ( dx est sup- 
posée constante) l'expression de la première se change en ^dx 1 -j-^ I. 

Cette dernière force est accélératrice ou retardatrice dans différentes 
circonstances qui dépendent et du sens du mouvement de l'élément de 
masse dm^ et de la position du centre de courbure de l'élément de 
courbe sur lequel dm est posé, centre qui peut être ou du côté de l'axe 
des x ^ ou du côté opposé, par rapport à la courbe; établissant les 
signes des quantités, dans chaque cas, relativement à ces circonstances 
et à la condition de prendre positivement les vitesses qui tendent à 
augmenter les j^ positives, on a, d'après le principe général, entre la 
force motrice imprimée et celle qui a lieu la relation d'égalité 

^ ^ dm'\ dx^ ) \ dl^ J 

Cette équation est applicable k toutes les hypothèses qu'on peut faire 
sur les variations des masses dm , d'un point à l'autre de la courbe; si 
on suppose que la somme des masses élémentaires dm^ étendues sur 
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, P 

les masses P ttp étant proportionnelles à leurs poids, exprime le 

r 

rapport entre le poids capable d'opérer la tension actuelle de la corde, 
et le poids de cette corde. 

laSo.Lesélèvesferontatterilîontfuelecoefficientdifferentiell — -^ \ 

se rapporte exclusivement aux espaces parcourus, par un même point de 
la courbe, sur la perpendiculaire à Paxe des x qui passe par ce point, 
c'est-à-dire, aux variations de longueurs de j^ correspondantes aux va- 
leurs /^ / + dty t + ndl, dii temps, pour une même valeur de Xj et que 



le coefficienfdifférentîel f *< j se rapporte aux variations de lon- 
gueurs des coordonnées j^^ correspondantes aux abcisses x, x-^dXj 
X'\'^dxy pour une.' même valeur de Cj ainsi l'équalions (a) 
est aux différences partielles du deuxième ordre, et je vais intégrer 
cette équation en .n'employant que; des cons\dvn*ations familières à tous 
ceux qui connaissent les simples éléments du .calcul différentiel et in- 
tégral. 

D'après le mode de variation de j'y fixé par l'état de la question , 
on doit ^yo\x y ^=^f onction (xj l) et, par conséquent, 

(i) dj:=^pdx'\-q dt 

p et q étant des fonctions de x et /. Soient 

. V j dp = rdx -\- sdt 

' ^^^ \dr/=/dx-{-s'dt 

t,s^ / ets' étant aussi des fonctions de a: et /, on aura, par le théorème 

connu, /=s, d'où dq^sdx-^s'dtj le coefficient 5:' = I --^ j 

= I ■ ^ j, et la deuxième équation (2) se change en 

dq = sdx+(-^^Jdl 
l'équation (c/), de l'article précédent, donne, en observant que 



^■9 



^7** Dï}<iMI,;i.EÉi.£MEICTA!nr. 

et Ifs (fcuï équations (a) deviennent 
(a) idp = r^x + sdt 

J'ajoutelapremièredeces t-qualioosà la deuxième, et je l'enrelraflclip, 
successivement, apr&s Pavoir multipliée pari, ce qui me donne 
(5) idii -v bdp={br -^ s) {htii-\-dx) 

' \dq~bdp = {l,r—s){Bdt^dx) 

Les difTérentielles dp et dq étixit, équations (i) et (s), d« diflë- 
rcmielle exactes , les deuxièmes tncrabres de ces équatioai (5) doi- 
vent être aussi des diflerentielles exactes, et, par conséquent, on a, 
JT Ki'S, étant des signes de fonction, 

br~s^Z{bt-^x) 
Les équations (5) deviennent, en y substituant ces valeurs et intégrant 
(e^ {g-\-i^P-=/\{i'dtJrdx)ribi-^x)\=yP{bt-\.z) 
^ ''"\^^bp=f\{bdi~dx)Z{bt-x)\=x{i'i-^) 
\^ et ;Ç étant des signes de fonctions. 

Les valeurs séparées de p et tf , déduites de ces équations, sont 

(;, = J^j;(i/ + x)-;c(i/-.r)i 

et ces valeurs, introduites dans l'équation ( i ) , la changent en 

dj= 1- \ {bdl-\-d.T)-^{ùl-i^x)~\-{bdt—dj:)x{i'i—x},\ 
équation si'paréc, de laquelle on déduit, par l'intégration, 

(«)... .jf = ^ i/(i/+x)+i^Ci;-x) ( 

y^et /'étant des signes de fonctions. 

1240. On jieut s';issurer, par la diffèrcntiatlon, que cette équat ci 
satisfait à rt'ïjiiation (a) de l'arlicle 1288; dilférentiant, d'abord, p;- 
rapport à Xj on .1 
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ensuite la ^différentiation , par rapport à /^ donne 

et comparant ememble les valeurs de I -j-^ ) ^ ( "TT 1 



on a 



-m<^) 



qui est la proposée. On serait parvenu au même résultat en supprimant 

le facteur — de Téquation (IT), et on satisferait encore à la proposée 

en substituant F(x — bi) à F{ùl — x), ainsi Pune quelconque des 
deux équations 

est tout aussi bien l'intégrale de la proposée que l'équation (iTj, et, 
en général , toute ^nation finie , qui , satisfaisant & une équation en 
difTérences partielles de Tordre n y renferme un nombre n de fonctipns 
arbitraires , doit être regardée comme l'intégrale complète de cette équa- 
tion en différences partielles. L'analyse de l'article précédent aurait con- 
duit à la A«. des équations (îT) , sî^ pour avoir la 2«. équation (5) de cet 
article, on eut retranché la a*. (4) de la i". (4), celle-ci étant mul- 
tipliée par b y au lieu de faire l'opération inverse. 

Propriétés et constriielioii d« L'èquatfoo <fÂ, ddnnv Je mouvement de la 

qord« vîhrABle. 

1241. L'analyse, exposée dans le chapitre précédent, nous a conduits 
a l'équation 
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pour ordonnées^ 8oity*(^) soit F (Ç), et ayant construit un arc de 
cette courbe correspondant à une longueur â a de l'axe des abcisses^ 
le surplus de la courbe se composera d'arcs semblables et égaux à 
celui-là, mis à la suite le^ uns des autres; je vais appliquer cette pro- 
priété à la construction de l'équation ( i ) établie d'après les données 
du problème. ^ 

12^2. Il s'agit de trouver, pour une valeur déterminée de Xj les 
valeurs de la coordonnée j', déduites de l'équation 

j=f{6i + (v) + F{bt^x) .( I ) 

et correspondantes aux différentes valeurs de tj ou, réciproquement, 
pour une Valeur déterminée de /^ les coordonnées des différents points 
de la courbe suivant lesquelles la corde est pliée à l'instant qui ter « 
mine le temps donné t. 

Je suppose, d'abord, pour plus de généralité, qu'à l'instant où le 
temps / commence, les différents points de la corde ont des vitesses 
finies et connues^ lesquelles avec la figuré de cette corde, au même ins« 
tant^ constituent les données initiales du problème. 

Or, à un instant quelconque du mouvement^ la vitesse du point dont 
les coordonnées sont x t\.j a^ pour valeur, d'après l'équation (i ) de 
l'article précédent, 

h\f {bt^x)^F{bt—x)\ 

et désignant, par Z7^ la vitesse dont le point, correspondant à l'abcisse cc^ 
est animé à l'instant où /=o, on a, 

équation qui^ multipliée par dx et intégrée^ donne 

f{Vdx)^bC=b\fi^x)—Fi^'^x) \ 
l'équation (i) donne, à ce même instant où /=o, 

•^=^y*(^) + F{^ — d?) ) F est la valeur de j^ lorsque t^o. 

ou, comme on peut, d'après ce qui a été dit ci -dessus, substituer jfà F 
en changeant le signe extérieur de la fonction, 

on déduit de ces équatiopi 

I ^1 



s * 



.<■ ... ' 



^.... .' 
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lafigure, mais posé de manière que les lignes A^A et B^B soient à 
angles droits sur les lignes AfBi çt AB et, je corstruls, sur cet axç, 
une courbe A, M, S dont une* ordonnée quelconque P^ Af,^,situce sur le 
prolongement de PF^ ait pour Valeur . .,- i . 

Prenant, ensuite, sur le prolongement de B^A,, Afb,^=iA,B,y je. 
construis, sur cet aîcé prolongé, la courbe A,fi,s telle qu*en prenant 
une abciss'e A^^,^A,P, l'ordonnée \;r,^, correspondante , ait ^ pour 
Valeur, * i = ; 

cotte dernière courbe coupe son axe au point H,, oh on a AfH, (n^.a) 
^=^Ah{pP. i)=l'abci6se cprrç^&ppndante k Tinlersectîon -èT, où la diffé- 

■ . f(Udx\ . 

rence entre PfF et P M^ c'est-à-dire, entre ^^ — 7-^^ et V devient 

\ . b 

nulle. 

De plus les ordonnées extrêmes > B, S et b,s, (n®. a) sont de même 
signe^ égales entre elles et à l'ordonnée extrême B V ^ (n®. i )J^ vu qu'au 
point-S^iPJtf où JT est nulle et que la wAèuT B U ie' P TF^ ou de 

tu dx , 

^ — r y V te point, est la valeur ^commune des ordonnées extrêmes 

B,S etfi.s. 

' : .11. 

On a ainsi un arc de courbe sfi^A^M^ S tçl qu'en preniint l'^origine 
àès h en A, y comptant les x positives' d£|i)S le sens 'A/^f P^ les x né- 
gatives, dans le sens A, A, une ordonnée quelconque.de cet arc de 
courbe ^ pour valeur générale f{x)^ expression dans laquelle x peut 
être positive ou négative; or cet arc de courbe étant construit sigr une 
longueiir b^B, de Taxe des abcisses^ on peut j d'après la propriété 
jf{x + %a)^s=^f{x)^ démontrée dans l'artj^e précédant, le çpntinuer 
indéfiniment par les répétitions successives ^le l'arc s fAgA,iI,S à la 
droite de SB, et de l'arc SMgA,fi,s k la gauche de sb,. 

Rien n'est plus plus aisé « maintenant, que de construire l'équation 
^=f{bi + x)^-'f{At — x), car il suffit de sobstitueif, dans les ex- 
pressions /( j? ) et)jf(— a?),| où on peut dopjner à x (iles,.Yaleun 
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truira ainsi la portion de courbe Afib y qui n'est autre chose que la 
courbe A MB mise au-dessous de Taxe dans une position inverse^ 
correspondante à une longueur d'axe Ab = ABy après quoi on répétera 
indéfiniment bfiAMB, qui embrasse une longueur 2/z de de Taxe bB^ 
à droite de B, et BMAfib^ à gauche de b. 

Une opération semblable se fera sur la courbe AVB , car on a 
S{lJdx)^b\S{x)^-f{r-x)\,à'o\iU=b\f{,x)-f{-xy, 
la valeur dey*( Uda>), devient^ en y rendant x négative * 
S{Udx) = — b\f{x)+f{ — x)\ d'où 
27 = — b \f{x) — f ( — X \ y expression de U correspondante à 
un abcisse x négative; les ordonnées V correspondantes à des abcisses 
égales, portées de part et d'autre du point A, sont donc égales entre 
elles, mais situées de différents côtés par rapport à Taxe bB j et la 
continuation de la courbe supérieure sera, du côté de ^^ la courbe in- 
férieure ^^^ bj semblable et égale à AVB^ mais mise dans une situa- 
tion inverse. La courbe b F, AVB embrassant une longueur a a de l'axe 
des abcisses Xj se continuera indéfiniment par les répliques de b V^ AVB 
à la droite de i5^ et par celles de BVAV, A à la gauche de ^^ la 
propriété jr(^ + *<*)==/(<?)» donnée parla première équation (3) de 
l'article (1^41) , s'étendant à toutes \t^ dérivées de cette équation dont 
la dérivée de l'ordre (/i) est/C») (^ + %à) =/(») (f ). 

1:145. Voilà donc une construction très-simple, établie sur toutes les 
données du problème^ et qui se rapporte à un état initial quelconque 
du fil ou de la corde. L'hypothèse des vitesses des différents points de cette 
corde, correspondantes à la valeur /=o , a eu, pour principal objets de 
donner & la solution toute la généralité possible ; on déduit, en peu de mots, 
de cette solution, la construction, dans le cas où la corde infléchie, et 
abandonnée à elle-même, part de l'état de repos à l'instant où on 
compte /=o. 

En appliquant, à ce cas ^ la règle générale énoncée par l'équation (a) Fig. 18 ^ n^ 3. 
de Tarticle précédent, on voit que la modification à faire, à cette règle, 
|>our l'objet particulier dont il s'agit ici, consiste dans la suppression 
du terme relatif à l'aire p'P' Ll de la courbe des vitesses initiales, et 
dès -lors les opérations sont extrêmement abrégées; les courhçsAWU^ 
AVB n'existent plus et tout est donné par la figure initiale de la corde. 

Soit A„Mf,B„ cette figure initiale. A,, et B,f étant les points fixes; 
on répétera d'abdrd la courbe AjfM„B„ au-dessous dfe Taxe Af,Bg,^ 
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signes contraires, donc la courbe initiale se confondra au bout du temps*— 7- 

ayecIadroitey^,;j9/,etc'est^d'aprèscequi précède, la moitié du temps^ 

qu'elle emploie pour prendre la forme de la courbe AffUB,, égale et 
semblable à la courbe primitive Ag^Mg^B,,. 

Les constructions précédentes pourroient aisément se rapporter 
aux surfaces courbes, en considérant le temps / comme une des coor- 
données de la surface, qui aurait pour équation 

les élèves qui voudront connaître ce qui a été fait, relativement à ce 
mode de construction, pourront voir le mémoire d'Ârbogast, sur la 
nature des fonctions arbitraires ^ couronné k l'académie de Péters- 
bourg, en 1790, et le mémoire de Monge, publié dans le i5* cahier 
du Journal de VÈcole 'Polytechnique. 

Conséquences déduites de la théorie précédente. Divers détails relatifs à la 

corde sonore. 

1^47. La théorie et les formules, précédemment démontrées^ se 
concilient avec tous les faits connus, et peuvent être employés soit 
pour soumettre au calcul, soit pour expliquer les principaux phéno- 
mènes du mouvement des cordes sonores , mais avant qu'on en eut 
enrichi l'analyse et la mécanique, on possédait, pour l'usage de la 
physique et des. arts , des règles de calcul absolument identiques avec 
cejles qui se déduiraient dr cette théorie et de ces formules. Cette identité 
tient à l'indépendance, qui existe entre la courbure^ la corde et la 
durée de ses vibrations, duréf? qui est donnée, exclusivement, par la 
longueur, la densité et la tension de cette corde; et cette indépendance 
est une conséquence des conditions du problème, comme on le verra 
bientôt. 

Sauveur, membre de l'Académie des Sciences de Paris, qui ileuri$3ait 
,à la fin du XV* siècle, parait être le premier qui ait jeté u,n grandjour 
sur la théorie physico- mathématique du son; il a déterminé, par des 
procédés fort ingénieux, le nombre absolu de pulsations que donnent 
un tuyau d'orgue et une corde soqore, dans .des circpnstances déterr 
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minées ( f^qyez les Mémoires de l'Académie dw Sciences, annén 1700 

et I7i3). 

1248. Parent mourut en 1716, et Taylor publia, en i7i7,sonhTre 

intitulé Uethodus incrementorum direota et ia^ers* j ôb il doona 

une solution du problême de la corde vibrante beaucoup plus générale 

que les solutions connues jusqu'alors, mais n'offrant, cependant, qu'un 

cas particulier de celle que nows devons k Dalembert. Daniel Bemouilli 

adopta et enrichit l'analyse de Taylor, et l'équation suivante comprend 

leur solution dans le seo9 le plus étendu, 

, , , . Jtx .-rhl , „ . S..T.T 2^bt 

(i) . . ..r=^sin- cos t-osm. cos. 

^ ' -^ a a a a 

Sxbt 

COS. 

a 

+etc. 
\^fB,C, etc. étant des coefficients constants , ^ la demi -circonférence 
dont le rayon = I , a et ^ ayant la même signification que ci -dessus. 
Cette équation donne I3 courbure de la corde au bout du temps t^ 
et en y faisant /=:o (on suppose, d'ailleurs, que , lorsque t=o, les 
vitesses des difTérents points de la corde sont naissantes) on a l'équa- 
tion suivante de ta courbe initiale. 

f \ j ■ ^^ 1 T. ■ 2;r.T , — ■ %fP!S . 

L'équation (i) satisfait très-bien aux conditions établies dans le 
chapitre précédent; si , pour une valeur déterminée quelconque, de/, 
vous construisez un arc de cette courbe qui s'étende depuis l'abcisse 
x=(n-\~o)a jusqu'à l'abcisse .t=:(/z-|-2)«j ce même arc se répétera 
dans les intervalles de .T=(n + z)a à a: = (n -|- 4) a j de x^(n+^)a 
h j:^{n + 6)a etc. n est im nombre, entier ou fractionnaire, et, en 
siipposiint «^ I j chacun des arcs, semblables et égaux, commencera et 
se terminera sur l'aie même des x^ qu'il coupera entre ses deux points 
extrêmes, de manière que cet axe sera rencontré par la courbe totale 
aux points correspondants à ir = o, x^a, x^s.aj x^3a^ etc. 

L'équation (2) est celle de la courbe initiale, qui doit couper l'axe 
aux points ci -dessus indiqués, parmi lesquels points se trouvent les 
points fixes des extrémités de la corde; on peut se donner entre ces 
points fixes, un nombre arbitraire d'autres points, et déterminer les 
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coeficients A^ B , C^ etc.^ de manière que Ui courbe initiale passe 
par ces points donnés et adapter , ainsi , l'équation (2) à une infiaité de 
figures initiales. 

1249. Dans l'hypothèse de fl = o, C=o, etc. les équations (i) et 
{%) de l'article précédent deviennent 

lorsque ^=0 . . . .j>^=y^sin. 

a 

Pour une valeur quelconque I ^ • ^^ ^bt 

, ^ ^ > r=-^sin. cos. 

de ^ J a a 

et donnent, particulièrement Ja solution deTaylor, la courbure assignée 
à la corde étant celle d'une trochoïde prolongée indéfiniment. 

i25o. J'ai dit, précédemment, que l'équation de Bernouilli pouvait satis* 
faire à des variétés infinies de figures initiales, mais, comme cette équa* 
tion se rapporte à une forme particulière de fonction, elle n'a pas toute 
la généralité des solutions de Dalembert et d'Euler, qui , non seulement 
embrassent une infinité de formes différentes, de fonctions analytiques^ 
mais satisfont encore à une infinité de cas dans lesquels la courbure ini- 
tiale de la corde ne serait soumise à aucune loi mathématique. La seule 
restriction à cette dernière propriété tient à la condition des oscillations 
infiniment petites et des angles, de même ordre, formés par l'axe et 
par chaque élément de la courbe. Encore cette restrictioti n'est v 
elle applicable qu'à la question particulière de la corde vibrante , 

car elle n'existe plus, si on considère l'équation b^ I — *^ ) = ( # ■ ) 

et son intégrale j^ =y( A/ + iF)î+ F {bi-^x) , indépendamipent de 
toute application à la mécanique ou à la physique; pour s'en convaincre, 
il suffit de faire attention qu'en prenant x et /pour les deux coordonnées 
d'une surface courbe, AonXj serait la troisième coordonnée , la surface 
jr =f (A/ + j?)-[-.F(^ / — x) peut se construire par la combinaison de 
deux surfaces cylindriques, à bases quelconques, dont les équations 
particulières seraient 37 =jf(^/ + x) et n' ^=^F{bt — x)\ or, qn sait 
<)ue chacune de ces dernières équations n'énonçant autre choae sinon^^qu'un 
certain système de lignes, dans l'espace, est composé de droites parallèle^ 
entre elles, laisse entièrement arbitraire 1^ forme de la section de ce sys? 
t^mc, par un plan perpendiculaire aux droites qui le composent. Çç^t 
i 6% 
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irn cas analogue k celui de t'équaiioQ'i =s/^(j^'+^*),lBqiidlo*Boiic*» 
uniquement, <|ue toutes les scctioM d'oAC sw&ce £Mè«'pCTpfBdicu- 
lairement à un axe rectiligne de position donnée, sont detfsrcciaW'Ctrc»- 
laires, eii laissant arbitraire la forme de la section; iiar on pla>-<iui 
renfermerait tous les centres de ces sections circulaires; cette denuère 
équation est celle des surfaces de révolution. 

i25i. Daniel Bernouilly a eu, au sujet desa solution, d'assez longun 
discussions avec Euler et Dalembert, et ceux-ci ont aussi disputé l'un 
contre l'autre sur quelques points; d'autres géomètres, du premier 
ordre, se sont occupés dos mêmes questions, et tous ces débats ont jeté 
de grandes lumières sur les propriétés des intégrales des équations en 
différences partielles, et sur l'interprétation des fonctions arbitraires 
qui entrent dans ces intégrales; on a bien prouvé que ces fonctions 
pouvaient être continues , disconlînnes j et même, avec certaines 
restrictions, discontiguè's ) Monge a rendu ces vérités manifestes par 
la considération des surfaces courbes. 

laSa. En mettant l'équation de la corde vibrante sous la forme 

-=4<-t)}-/{K'-t)} 

et se rappelant que j^ reprend les mêmes valeurs et le même signe, 
loi^ue les quantités qui sont sous le signey^ varient de 2 assoit en 

plirs soit en moins, si on substitue 'a t , t ■\ — , on aura encore une 

valeur du même^j correspondante ;i la même abcisse .r 

^\, comme celte itlcntité a lieu quel qire soit t , si on fait '^=—r ■, 2 r 

sera la durée constante des périodes successives pendant lesquelles 
s'opèrent tous les changements possibles de forme de la corde vibrante, 
laquelle reprend toujours^ à la fin de la période, la même forme qu'elle 
avait au commencement; ainsi, voilk un isocbronisme qui a lieu quel 
que soit l'état de mouvement ou de repos de la corde, au commence- 
ment de la première période, et il est bien important de remarquer 
que la durée constante de chaque période est absolument indépendante 
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de la courbure de la corde. Voilà pourquoi le problême de la déter- 
mination de cette durée était résolu , ainsi que je Tai dit» art. 1247 > 
avant que les géomètres fussent parvenus à la solution générale du pro- 
blême de la corde vibrante. 

Si la corde part de Pétat de repos^ on voit clairement , d'après ce qui a 
été dit, art. 1245 et 1246, que le mouvement, pendant chaque période qui 
comprend l'allée et le retour, se composera de deux vibrations de même 

durée, exécutées dans des sens opposés, chacune étant de — unités de 

b 

temps; et dans le cas indiqué k la fin de Tart. 1246, la durée de la pé- 
riode sie soudivise en quatre parties égales, la corde se confondant avec 
la droite, menée entre ses points fixes, aux instants qui terminent îa pre- 
mière et la troisième sous- division. 

1253. La durée d'une oscillation d'un pendule simple, dont la Ion* 

gueur = >î, a pour valeur, art. pSô, ^1/ — , ^ étant la demi -circon- 
férence qui a l'unité pour rayon, et^ la force accélératrice due à la 
pesanteur terrestre. Si on égale cette valeur à ^ , en se rappelant que 



^^î/ a^ — , on aura 



y 



<!■ m 



2- ^P ' ^=9."^'"*8o88 

telle est la longueur du pendule synchrone aux oscillations de lacordet 
mais le calcul seul peut la donner, car la construction d'un pareil pen- 
dule serait impraticable ; le maximum de la valeur^ Àj dans notife 
système musical , n'est que d'environ up millimètre. (Voye^ Tarticlte 
vivant et la note de l'article 1255). 

1254. En désignant par lï, lu pesanteur d'une unité de longueur de 
la corde, qui est toujours supposée homogène et uniformément gros8e> 



vibration , devient 



V 
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. ,<■> -[/^ 

3t étant la demi-circooférence dont le rayon= i , A la pesanteur de 
la matière de la corde sous l'unité de volume , et r le rayon de celte 
corde, que je suppose cylindrique, on a i7=.-r/f/*, et ' "î. . 

si n désigne le nombre de vibrations que fait la corde pendant l'uniié 

dfe temps on aura n = , d'où 

r Faisant n .^ 32 , ce qui est , à-lrès-peu- 
I / „p _. \ prèï, le cas d'une corde donnant l'unis- 

(3)..n=l/-2 et^= — - — y «on du tuyau d'oraue le plu» grave, 

Y ap n^ir» 1 { Voyez la note de Vart. «unaui ), on & 

r ^ = o,™*"*ooo97 

le dénominateur y ap pouvant être remplacé par Tune des expressions 
a KTT.ou arVltk. 

Ainsi la tension d'une corde, (Je matière et de grosseur donnée, restant 
}a même, la durée de cbaque vibration est proportionnelle à la longueur 
de cette corde; si la longueur est constante et que sa tension varie, la 
durée d'une de ses vibrations sera réciproquement proportionnelle à la 
racine quarrée du poids capable d'opérer la tension,, qu'on est dans 
l'usage d'appeler le poids tendant j la longueur et le poids tendant 
rt'sliiiil 1rs mt'incs, r est proportionnel à V^ H , cette dernière quantité 
étant , parmi les cordes cylindriques de même matière, proportionnelle 
au rayon, çt, en général, proportionncHc au produit du rayon, par la 
racine quarrée de la pesanteur spéciliqiie. 

1*55. Ce qu'on appelle, en musique, hilen-alle , quand on consi- 
dère Vi, sons relaiivenient à leurs degrés ou de grave ou û'ai'gii , 
dépend des rapports entre les nombres n , ou les nombres r, donr,és 
par les vibrations des cordes qui rendent ces sons; soient n et n,, t 
et T/, les valeurs de ces nombres, pour deux cordes sonores, l'intervalle 
entre le son rendu par la corde k laquelle se rapportent «, et T,, et le 
son rendu par l'autre corde, est appelé unisson ^ tierce ^ f/uarle, 
f/utule j octave, etc., suivant que l'on a, respectivement, 

n, . "/ ô n, 4 «, 3 n, 

Il n 4 ' /i 3 * « 2. ' Il ' 
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— '^h~ g* î *Tr* 7"' ^;i 5** — * =«ï 7 ; t etc. 

Si les deux cordes dont je viens de parler sont de même métal, de 
même diamètre et ont une même tension, ou,. plus simplement, si ou 
emploie une même cordé d'une tension constante^ eh faisant varier sa 

longueur, les rapports -^> ( inverses des rapports — ^ ■ se trouvent 

donnés parles rapports des longueurs, et Teffet produit sur une oreille, 
convenablement. exercée, par les résonpances, ou simultanées ou suc- 
cessives, des sons auxquels appartiennent ces rapports, lui fait connaître 
les intervalles correspondants, saqs quHl sott besoin d'aucune mesure 
ni d'aucun calcul. Ainsi, lorsqu'un musicien juge, d'après la sensation 
qu'il éprouve, que deux sons forment un intervalle d'octave, on peut 
en conclure, immédiatement, que si on divise, par un arrêt ou un 
chevalet, la corde qui rend le plus grave des deux sons, en deux 
parties égales, chaque moitié donnera le plus aigu de ces mêmes sons, 
et.aiasi des autres intervalles (i*^). 



j i • I I . - , . 



; ■:')[ {■, 



( * ) Je vais entrer^ sur cette matière , dans des détails qui pourront intéresser 
quelque^ lecteurs^ , \ ,^ ,,f .1, r. 

Il est assc^ ordinaire aux auteurs des Traités sur la Musique, qui veulent 
«employer les expressions numériqiies des intervalles, de désigner ces Intervalles 
soit par les rapports entre lesi longueurs des cordes (la matière de ces cprdei^, 
leurs diamètres et leurs tensions étant supposées les mêmes) soit par les rapp.ôrts, 
inverses des précédents, entre. Ics< nombres de vibràtibns qui ont lieu ^éddAnt 
un même temps ; mais cette manière d'exprimer les intervalles ne don^e 
point leurs vraies, valeurs., lesque^es sont .représentées par les exposants 
des rapports entre les nombres des vibrations correspondants à un. même 
temps y ou les logarithmes . de ces rapports. Ainsi , pa^ exemple , deux 
sons étant à la quinte I'mu ; de l'autre ,, le rapport des; ^vibrations est celui 

dé 1 : T» ou de (f)^î: (|>)^.Vpi'«B<inattB IroisîèflàesonJà la quiatedu plus aigu, 

les rapports dés vibrations d«s ii*dis cord«s seront (f)^-, (!)'> (f )*j et , cii 
général , p^ôur une suite desotis k la quinte lèHUnéidés autres , oh Surfait la série 

a)^(i)sa)s(ï)^ctc,. .(!)(«') 

L'intervalle entre le pr^emier son et le son qui. correspond à Texposant (^) ^ 
es^ éyidemnoLent ég^l k (O [pff .l'int^rirallej ^{^fre ,les. dfux prem^çrs.sons, l'un 
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Au moyen de cette formule, si; on a plusieurs cordes de même métal 
et de même diamètre , dont les longueurs soient données et qui rendent 
des sons djnt les intervalles musicaux ôoienf , aussi, donnés, on 
pourra, du poids tendant P j d'une de ces cordes, détajpné par 



position contre laquelle d'autres musiciens ont élevé des difficultés ; maïs 
Tusage que je fais ici de cette échelle est entièrement indépendant de tout parti 
qu'on pourrait prendre à cet égard. 

Si , au lieu de prendre le tt d*octave , pour unité , on prenait Poctave en- 
tière, le système de logarithme le plus commode pour représenter les sons, 
dans cette hypothèse, aurait 2 pour base; mais le premier système et le pre- 
mier choix d'unité ^ont j'ai parlé sont préférables. 

J'ai dit , dans le texte, qu'un homme exercé pouvait -conclure, du sentiment 

de l'oreille, les valeurs des rapports — ^, ou — i- ; je dois ajouter que la facilité 

et la précision de ces évaluations varient, considérablement, suivant les difTc- 
rents intervalles des sons que l'on compare , et même deviennent impossibles , 
lorsque ces sons sortent, quant au grave et à l'aigu 9 de certaines limites au- 
delà desquelles ils cessent d'être appréciables. On peut prendre pour limite , au 
grave , le son rendu par le tuyau d*orgue , à bouche , qui sonne Vut à la qua- 
trième octave au-dessous de Vut de la clef; sa longueur est d'environ 10 mètres. 
Les facteurs et les organistes l'appellent le 3^ pieds. Le son qui forme la limite, 

à l'aigu est d'environ o ^ octaves au-dessus du précédent; ainsi Put, S^pieds , 
donnant n pulsations dans un temps donné , l'ut lé plus rapproché de la limite 

à l'aigu, en donne un nombre fi X ^^ = 1^56. /!• 

Cea déterminations ne fournissant que des rapports , il serait curidux et même 
utile y pour l'art musical , d'avoir les nombres absolus de vibrations faîtes par 
les corps sonores dans des circonstances déterminées. Sauveur dont j'ai parlé à 
l'article 1247, s'étant occupé de cette question en 1700, et ayant employé un 
moyen fort ingéoiçux {.Voyez le vplmne de 1700 de l'Âoadémie Royale des 
Sciences de Paris) crut avoir trouvé que le tuyau d'orgue, à boucher, sonnant 
Vut à la double octave fiu-dessous de Vut de la clef^ tuyau ouvert dont la Ipn- 

I 

gueur est d'environ 2^™» 6 , ou 8 pieds, donnait 61 pulsations par seconde. Treize 
ans après, des recherches sur le problême de la corde vibrante^ dont il 
conclut des formules équivalentes à celles.de l'article 1^64, le ' conduisirent 
à dos résultats qui donnaient , dans les mêmes circonstances , des nombres 
doubles de ceux qu'il avait trouvés d'abord; il chercha, à expliquer ces difle- 
rcnces, en disant que dans sjbs expériences sur les tuyaux, les battements ob- 
servés n'avaient été sensibles à- l'oreille , et par conséquent^ comptés, que de 



\ 



\ 
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décembre 1810, un rapport intéressant et curieux, k cette compagnie 
savante^ sur les nouvesiux piano de l'invention de M. Schmidt, dans 



ees diverses déterminations ont, mire elles, un accord aussi satisfaisant qne 
la nature de ce. genre de recherche peut lo permettre ; on en conclut que ic 
son formant la limite, au grave,' des sons niiusicalement appréciables, celui 
que fournit le tuyau d^orgué de 3a pied«y donne 3i vibrations pap seconde, 
Vut y qui se trouve v,ers l'autre- limite, a 8 octaves au-dessus, donnant 
3i X 2^=7936 vibrations dans le même temps. 

Il est aisé , d'après ce qui précède , de résoudre . physiquement le problème 
du son fixe y son dont la détermination est fort importante en musique. On a 
propose d'établir ce son de manière que les nombres de vibrations, donnes 
par les ut des différentes octaves , fussent compris dans la série des puissances 
de 2 , et l'adoption de cette proposition n'occasionnerait pas de changement 
sensible dans le ton d'orchestre actuel , car , en prenant le nombre 32 pour 
celui des vibrations de l'ut à l'unisson du 32 pieds de Torgue , on ne ferait que 
changer la série , 

3i^ 62, 124, 248, etc. 
en celle-ci, 

32^ 64, 128, 256, etc. 
et le nombre 32, s'il n'est pas précisément le véritable, en diffère fort peu. 

On pourrait opérer^ immédiatement, sur la corde qui sonne Vut répondant 
à 256, à l'octave grave ^ au-dessous de Vut de la clef, ou sur celle qui sonne 
l'ut de la clef et fait 5i2 vibrations, par seconde^ connaissant, exactement^ le 
poids et la longueur de la partie de cette cprde comprise entre ses points fixes ^ 

apn* 
on calculerait, d'après la formule P= , la valeur P, du poids tendant, 

correspondante à 7i = 256, ou & /z;=5i2; on mettrait^ ensuite, à Punisson 
de la corde ainsi tendue, une fourchette d'acier, pareille à celles que les mu- 
siciens désignent par le nom do diapazons y et on aurait le son cherché , qui 
ne serait sujet qu'aux très-légères variations ducs aux changements de tem- 
pérature. 

Ayant pris une corde de fer du n". i , cellç qu'on emploie ordinairement 
vers le milieu du clavier, je lui ai donné, entre les points fixes une longueur 

de o,»»°*'«5825;-3,°^.4 de longueur de cette corde, pesaient 5,^^^°^™"38S 

ainsi le poids de o,™S825 était de o,^'*°^™*92259 j. calculant la valeur 

„ o,5825 X 0,92259 X(5i 2)' . ., . „ ozQ * A ^ % 

P= qIôq ^ > ) ai eu P== 14363 grammes, et suspendant, \ 

990000 

la cde, le poids de 143639 grammes, j*ai obtenu le son répondant à 5i2 

I 63 
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et les calculs de M. Charles , un piano monté à deux cordes par 
touche, depuis le fa à la double octave au-dessous du fa de la clef, 
jusqu'à l'ut k triple octave au-dessus de Tut de la clef (ce qui fait 
en tout cinq octaves et une quinte) supporte, par la tension des cordes, 
un effort de i836 kilogrammes, ou 8672 livres, poids de marc; le 
même piano , monté à trois cordes , supporterait un effort de 2754 
kilogrammes, ou 55o8 livres, et il faut ajouter 120 kilogrammes, ou 



auront, ici, pour valeurs respectives, mabb et Mkbb, d'où Ton conclura le 
nombre n des vibrations ou pulsations par seconde , en remplaçant p et P par 

ces dernières expressions, dans l'équation /t=|/ ^^ , 



«=|/ 



ap 



" = T^ 



m 



Ji étant la longueur du pendule qui bat les secondes^ et ^la demi-<circonférencè 
dont le rayon = i ^ on a g=^ji ^t^ y et l'équation précédente devient 



-W 



Ë.Xk 
m, 



on peut remarquer que la section transversale bb^ Au. tuyau, a disparu de la 
valeur de /i^ et qu'ainsi le grave ou l'aigu du son rendu par ce tuyau ne dépend 
que de sa longueur, ce qui est conforme à l'expérience ; mais ce son doit hausser 
ou baisser, sensiblement, lorsque l'atmosphère subit des changements qui font 
varier les valeurs de m et de k^ et, en cela, l'expérience est encore d'accord 
avec la théorie. 

On [peut , dans l'état moyen de l'atmosphère, supposer — ^^^^(^^^^^^^^^ 

mètre m. 

oui/ — - = 104,93 et A: =0, 76;ona,à la latitude' de Paris ,^:s9, 8088 



=^74. 



et on conclut de ces valeurs! / g k =285,74 , d'où 7i=îï£2Zl , et a^ 2 

ai on suppose 7i=3o, on atira is;=3 9,™*^'^5a5 ou a9,P^'^'49 e'est la longueur 
du prisme d'air qu'il faut mettre en vibration , dans l'état moyen de l'atmosphère j 
pour obtenir le son le plut grave de l'échelle musicale. 
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fortement que les vibrations intermédiaires ;9 donnent la sensation d'un 
son particulier, distinct des deux sons réellement produits par des moyens 
mécaniques. 

1208. Un phénomène qui n*est point, comme le précédent, une 
illusion des sens , et qui tient aux lois générales des actions réci - 
proques des corps, est le mouvement vibratoire que reçoivent, spon- 
tanément, des cordes, sur lesquelles on n'exerce aucune actionfvisi4)le, 
pour les faire vibrer , mais qui se trouvent dans le voisinage et sont 
montées au ton des harmoniques d'une corde sonore qu'on fait vibrer 
soit en la pinçant, soit en la choquant, soit en la frottant. 

i^5g. Voici un autre fait anialogue au précédent; si on par- 
ta^, par un obstacle léger, la corde, en deux parties, dont l'une soit 
une fraction de la corde totale égale h un des termes de la série har- 
monique, ou , en général, si les deux parties sont exactement divisibles 
par une même longueur, laquelle divisée par la longueur totale, donne, 
nécessairement, un des termes de la série harmonique, et qu'on fasse 
vibrer une de ces deux «parties , la vibration se communiquera, vu la 
légèreté de l'obstacle, à l'autre partie, et la corde entière se partagera, 
spontanément, en sous -divisions, égales, chacune, au plus grand divi- 
seur commun , formant des ventres y séparés par des nœuds ^ ou points 
fixes, et le son résultant sera à l'unisson de celui qu'on obtiendrait, sous 
la même tension, avec une seule des sous -divisions ainsi formées. La 
découverte de ce phénomène remarquable est due à Sauveur. {^Voyez les 
Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, pour Tannée 1700.) 

M. Claladni parle, dans son traité d'acoustique, d'un résultat sin- 
gulier., obtenu par M. Hellwag, qui ayant divisé une corde par un appui 
léger, a pu, dans certains cas, obtenir un son plus grave que celui de 
l'une et l'autre des deux divisions de la corde, {Voyez l'ouvrage cité, 
section. a, § 42). 

1260. Tout ce qui précède est, exclusivement, relatif à la théorie des 
vibrations transversales d'un fil élastique dans le sens de sa longueur, 
parfaitement flexible, et tendu, soit par un poids, soit par une force 
équivalente à un poids; un fil , ou une verge ,' Capable de faire la fonctioti 
d'un ressort y peut aussi produire des sons en vibrant trànsi^ersalement^ 
mais il n'est ])as nécessaire que ses deux extrémités soient fixes; elles 
peuvent être toutes deux libres ^ ou V^meJixe et l'autre libre ^ ou. 
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la mettre en vibration; dès que cette plaque commence à vibrer, la 
poussière abandonne les portions de la surface totale qui sont en mou- 
vement, et se range sur les axes d'équilibre dont elle rend ainsi la forme 
parfaitement visible. Voyez » pour plus de détails sur ces phénomènes, 
l'ouvrage de M. Chladni, intitulé Traité d' acoustique } et, pour la 
partie mathématique , un Mémoire de M. Poisson , inséré dans 
la collection de l'Institut, année i8iâ, II« partie; je recommande, aussi, 
aux élèves qui voudront s'instruire, à fond , de la théorie du son, l'étude 
réfléchie des Recherches sur la nature et la propagation du son ^ 
de Lagrange, publiées dans les deux premiers volumes des Mémoires 
de l'Académie de Turin; et ceHe d'un beau Mémoire de M. Poisson, 
publiée dans le 14^ cahier du Journal de l'École Polytechnique. 

Équation du mouvement applicable à tout système de corps , quelles que soient 

sa forme et les conditions auxquelles il est assujetti. 

\^6%. Après avoir déduit, des notions les plus élémentaires, dans la 
première partie de ce cours, les formules et les méthodes applicables 
à l'équilibre des différents systèmes de corps, nous nous sommes élevés, 
par des généralisations successives, jusqu'à un principe unique, celui 
Açs Tfltesses virtuelles j d'où on pouvait faire découler, comme d'une 
source commune , tous les principes secondaires, ou toutes les propriétés 
dont nous nous étions servis pour résoudre les problèmes de Statique. 

Nous pouvons obtenir le même avantage, dans la Dynamique, et 
il est aisé de prévoir que la formule, analogue à l'équation déduite du 
principe des virtuelles , à laquelle nous parviendrons , ne sera que 
renonciation la plus générale du principe qui a servi de base à l'ana- 
lyse de toutes les questions, relatives au mouvement, traitées depuis 
l'art. io35; et comme l'application de ce principe consiste à ramener 
les cas de mouvement à des cas d'équilibre, ce sera, ultérieurement, 
le principe des vitesses virtuelles qui deviendra ce que l'on pourrait 
appeler un instrument universel, pour la solution de tous les problêmes 
de mécanique. 

1:263. Un corps, ou un système de corps, assujetti, quant à sa com* 
position, à des conditions quelconques, étant sollicité par des forces 
de la nature de celles qui, assujetties à la loi de continuité, et jouissant. 
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trlces, qui ont Heu, prises dans Pétendue entière du système, avec des 
sens d'action contraires à ceux suivant lesquels elles agissent, et les 
forces motrices imprimées, Pm^ Q^ij etc. prises également dans 
l'étendue entière du système; et, art. Soi et suivants, ces conditions 
sont susceptibles d'être exprimées par une équation unique, celle que 
donne le principe des vitesses virtuelles. 

Prenant, sur les directions des forces P/rij Çnij Rm j etc. des points 
déterminés, qui, à l'instant où on considère les actions de ces forces, 
soient k des distances respectives p ^ q ^ r, etc. de leur point commun 
d'application, ou de la molécule /tz^ et supposant que leurs actions 
tendent à augmenter les distances p j (/ ^ r , etc. on aura, en ayant 
égard, quant k la notation, k l'observation de l'article 8i8, la 
somme des moments de ces forces (le mot moment étant pris avec 

la signification qui lui a été donnée, art. 457) égale a. . . , 

{Pàp + Qàq + Ràr + etc.) m, pour la molécule a//, et k 
^ \m (Pàp'\-rRàr-\-€tc.) \ pour tout le systên^e. La somme des 

. ddx ddy ddz , , ^ 

moments des composantes — -^ — m^ y^ m ^ — — m^ de la force 

■ 

dd$ ,. (ddx . , ddr . . ddz . ^ 

motrice-^ m, qu.a heu, est \-^àx + ^dj + -^cf s J m, 

en supposant que ces forces sont prises positivement lorsqu'elles 
tendent k augmenter les coordonnées x^y^ zj cette somme des 
moments peut, article 476, remplacer, dans l'analyse, le moment de 

la force unique —z — m , et en prenant les forces imprimées dans un 

sens contraire k celui suivant lequel elles agissent , elle devient 

(ddx -. ddy . ddz « 1 

— I — — ox H — -^y— a y + . ^ az I m^ pour la molécule m^^t 

Ta ^^ "^ , ^ ^^11 P^"^ ^^"^ '^ système. 

Ainsi les conditions de l'équilibre entre les forces motrices impri- 
mées et celles qui ont lieu, conditions qui doivent exister en vertu du 
principe général du mouvement, étant énoncées d'après le principe des 
vitesses virtuelles, donnent l'équation 

I 64 
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valeur qui, adaptée^ convenablement, aux différents cas particuliers, 
fournira le moyen d'introduire dans l'équation (>rf) de l'art. 1^63, les 
moments des puissances que représente la résistance du milieu. 

L'équation précédente est établie dans l'hypothèse de l'immobilité 
du milieu dans lequel se meuvent les corps du système; si ce milieu 
est lui-même en mouvement, sa résistance n'a d'eïFet qu'en vertu 
des vitesses relatives ; en désignant par d^ , dri et d(^ , les espaces 
élémentaires respectifs qu'il parcourt parallèlement aux oc ^j et z pen- 
dant que le point dont je viens de parler décrit l'élément d$ ^ ou 

\/dx^ + dj^ + dz^ de sa trajectoire, et faisant 

da= y{d.T — d^Y + {dj—driY + (dz—d!^)^ 
la valeur de dp , donnée ci - dessus , se changera en 

da da da 

1266. J'ai supposé que les actions des forces appliquées au système 
étaient soumises à la loi de continuité , mais si ces actions étaient 
telles qu^il en résultât des changements brusques dans l'état du sys - 
terne , il n'y aurait qu'à substituer , aux forces motrices imprimées , 
les quantités de mouvement imprimées, et , aux forces motrices qui 
ont lieu , les quantités de mouvement qui ont lieu ; soient tv ^ x j 
Pi etc. les vitesses finies imprimées à la molécule m^ dans les di -^ 
rectîons des lignes ;c^^ ^^ ^> ^tc,^ et ;^, ^, û>, les composantes, res- 
pectivement parallèles aux Wjj' et 2 ^ de l'augmentation ou de la 
diminution finie, de la vitesse antérieure, qui en résultera pour cette 
molécule, eu égard tant aux impulsions ^r, x, p, tic^, qu'à sa liaison 
avec les autres points matériels du système, l'équation {ji), çi-dessus 
citée deviendra 

H \m{frâp + xdif + pdr + etc.) } _ _ c^M 

' Je vais maintenant déduire, de l'équation (>^)> les propriétés com- 
munes , sans exception , à tous les cas de mouvement des systèmes 
d'une nature quelconque, et les démonstrations les plus générales des 
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2^ { m {Pàp + Ç J'y + etc.) } se détruiront , et il ne restera, sous le 
signe S , que Jes ternies dûs aux actions des forces extérieures. Celles-ci 
étant, conformément aux lois les plus générales de la nature, supposées 
fonctions des distances de leurs points d'application à leurs centres 
d'action, qui sont des points fixes pris sur leurs directions, on' peut, 
art, 824 , les décomposer , chacune , en trois autres , parallèles aux 
X ^j^ et -5 et dont les valeurs sont des fonctions des coordonnées x ^ 
j^ et 2 du point d'application; X^ K et Z étant les sommes respectives 
de ces composantes pour un des points du système, on a, art. 477, 

Xàx + ràjr + Zàz = Pâp + Çàç + Bàr+ etc. 

et ces valeurs introduites dans l'équation (yé) de l'article ,ia63, la 
changent en 

di^ j 

+ Z\màz " 
l 

On conçoit aisément qu'il faut étendre , aux chocs qui s'exercent 
entre les corps du système, ce qui est dit, précédemment, sur leurs 
actions réciproques. Les termes introduits, par les chocs, dans l'équa- 
tion (-^') de l'art. 1266, doivent se détruire d'eux-mêmes, puisque 
l'égalité et les directions contraires de l'action et de la réaction, existent, 
entre deux corps qui se choquent, comme entre deux corps qui s'at- 
tirent ou se repoussent. 

1269. Remplaçant, dans l'équation (-6) de l'article précédent, dx^ 
ày y àz par leurs valeurs données ci -dessus, on aura des termes mul- 
tipliés par rfa?,, rfj^,, àz,, dans lesquelles ces variations pourront être 
mises hors du signe S, puisqu'elles sf rapportent à un point parti- 
culier du système, ou qu'elles n'énoncent, en général, que des varia- 
tions de distances entre les plans coordonnés fixes, et les plans qui leur 
sont parallèles et qui passent par ce pi>int particulier; de plus, ces va- 
riations âx^y ày^y (fs,, entièrement indépendantes les unes des autres, 
le sont aussi des variations c^Ç, à^i, âZ ^"^ se rapportent spécialement 



(-^) 
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équations équivalentes aux équations (3) de l'art. 1 120, et par lesquelles 
toutes les circonstances du mouvement du centré de gravité se trouvent 
déterminées. 

Si le système ne se meut qu'en vertu d'impulsions initlijjcs, on fera 
X=o , Tr=iOy Z = o, et intégrant on aura les équations de la fin de 
l'art, a 1 19; enfin on a vu, par l'article précédent, que le mouvement 
de ce centre est entièrement indépendant des actions réciproques que 
les corps exercent les uns sur les autres, soit par attraction, soit par 
choc ou par pression, propriété dont la démonstration avait déjà été 
donnée, article 1 1 18; les équations (a) nous redonnent donc ce résultat 
général: « Lorsqu'un système n'est sollicité par aucune force extérieure, 
« quels que soient les mouvements de ses diverses j>arties, dûs tant à des 
« impulsions initiales qu'à des forces internes, son centre de gravité, 
<c ou est en repos, ou se meut d'un mouvement rectiligne et uniforme, 
« dû aux impulsions initiales, et qui se détermine par les équations (12) 
« de l'art, i iia3, comme si le système étoit de forme invariable, sans 
w avoir égard auxjbrces internes , ou en considérant cçs forces et les 
«actions réciproques par chocs ou pressions comme si elles n'exis- 
« taient pas. » 

J'ai indiqué, art. 1182 et suivants, quelques cas dans lesquels ces 
mêmes propriétés auraient lieu , quoique le système fût sollicité par 
des forces extérieures. 

Principes des aires. 

1:170. Les variations dp ^ dq ^ àr^ eXc.yâx^ ây ^ àXj qui entrent 
dans la formule générale {A) de l'article iiz63, doivent être assu- 
jetties aux conditions énoncées, art. 4.58, mais il y a une infinité de 
manières de satisfaire à ces conditions. Considérons, au bout du temps tj 
un système de points matériels en mouvement , les positions de ces 
points étant rapportées aux trois axes coordonnés fixes des x^ j et z^ 
et imaginons , au bout du tempd / ^ un second système de points , 
semblable et égal à celui dont il s'agit, et posé de manière que le premier 
système se confondrait avec lui s'il tournait d'abord d'une quantité 
angulaire d^ autour de l'axe des z ^ ensuite d'une quantité angulaire 
da autour de l'axe des^^ et, enfin, d'une quantité angulaire d'\( autour 
de l'axe des x} les arcs d^, dc9 et â^p sont indépendants les uns des 
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dont on reconnaîtra aisément l'identité avec les équations (2) de 
Tart. 1 120; on sl xddjr—\yddx=dd{xd^ — jydx) j. .... i .... . 
zddx — xddz'=^d(zdx — xdz) j yddz — zddjr^=^d{y d% — s^)> 
et, art. 838, les quantités xdjr—J'dx^^zdx — xdz yydz-^zdj- 
sont les doubles des projections respectires', sur 1rs plans xy j xz 
^tjZy de Taire élémentaire engendrée dans IVspace, pendant l'instant 
dtj par le rayon vecteur du point dont les coordonnées sont x ,y 
et z. Les équations (2) renferment, ainsi, sous un point 'de vue gé- 
néral et applicable, sans exception, à toute esjièce 'dé'systême,''fe 
principe déf aires ^ dont les équations de Part. 887 ti'oBreht ' qu'un 
cas particulier; 

1273. Lorsque le système est entièrement libre, les équations de 
Tarticle précédent ont lieu, quelque part qu'on prenne Torigine com- 
mune des coordonnées x^y^ z et des rayons' vecteurs qui décrivent 
les aires instantanées \{^xdy^^dx\^ \{zdx — xdz), \(jydz — zdy). 
Il n'en est pas de même, lorsque le système a un point fixe, car si on 
place l'origine ailleurs qu'à ce même point, les quantités d^^ âœ, à\pj 
définies art. 1270, ne peuvent plus être communes, chacune en par- 
ticulier, à tout le système, ^t -entièrement. indépendantes entre elles, 
conditions d'après lesquelles les équations (^2) de l'article précédent 
ont été établies; le point fixe est donc, dans cercas le. seul de l'espace 
où on puisse placer l'origine pour que les équations citées aient lieu. 
' Après avoir ainsi phicé l'origine à un ^point fixe du système, s'il 
existe, dans ce système, un autre point qui soit fixe aussi, on retom* 
bera encore dans^Pimpossibllité d'avoir les-' trots quanti tés à^,rd49.,idip 
communes à tous les 'éléments d€l masse; mais, < en prenant biJtgne 
qui passe par- ces detix' points fixes'poitr'un'dce axes coordonnés,: pour 
l'axe des z par . exemple , on fera-ito = 0, 'tf^=o.,.on.auna., ar- 
ticle 1270,^3?= — ;;^^^^ ei^^=:xi/^>cf s =»o, et très quanti tes •substi*' 
I 65 
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belle application^ et nous voyons, par les équations précédentes, 
qu'elle appartient à un système assujetti k des conditions quelconques. 
1275. On conclut aisément de ces équations la propriété rela- 
tive âtix aîi'es finies, mals,'pout mettre cett'e Conclusion danà tôiU 
son jour, je représente par* |-«,, 7^2/,, \^,,i les sommes dts' produits 
des masses par îes projection^ des aïres finies etigcAdrées au bout 

du temps /^ prôjeèridÂs'ftiites, respectivement, suP lëô tllàris des ±y^ xi 
er Vi.'ôrï aiffa - .— - . ...i .1 .^ > c j. . » ui r .^ 

Z \/n{xdjr—jax)\ = aa, 1 On 8up.posp)a,^.da^8^1a,^8Yit.ç.ducà^'^ 
^ I 772 ( s //a? — XaH^ \ = da^f \ cul , que les valeurs ^ , = o , /z„ = o , 
JÇ j 77Z \jdx-^^dy)\ r=^da,„ Y/u — ^y et / = o ont lieu enéembic. 

et em diflKj:çntiant ;f . .'•^,^. • . i .,.>•—, j. -^ ;>,.>, ." 

.\i>£:\mÇfV'djt^yttfr-jr.ddx^:\::s=^ '.' 1) .r :\ : 

• » Il:\jrh{y:ddx.r-^,xddy)\:= dda,,,' 

substituant ces valeurs dans les équations (â) dé Part. 1^72., on les 
chatte éri" " • •• ■ - .' ' '^ ' • «^ :> •■ I '■ •- 
•'■•-• 'idddy ^' i:\rHXrx — Xy)\dt* ' ■' »■ -■• 
(i) . •. . . .•;. .f, .-. •. Idda,, = 2^\m ('X^-^ ZiB^\dt* ' ' i • 

• \dda,„ = i:\rn\zy — rz)\dl» 

et ces dernières équations, lorsque les puissances du système se réduisent 
aux actîoits réciproques de? corps, d^yrcriflent. .7- * < • » ^ 

^2)^ r. , . . . . .\Kddb^:i±o; ddû^^^^i; dda^^/±s:o • •" ' * * ' 
d'où., en observant qu'on a, par hypothèse, au prf^mier instant 

/îî\ '\da,^^à,dtj- da,,^c,,dÉ^^ /' 

les sommes des produits des masses parles projections des aires décrites 
pendant le temps t^ sont proportionnelles à ce temps; c'est ^ dans le 
sens le plus étendu,' le théoi:ême de l'art. ^40^ et là propriété énoncée 
par les équations (3). constitue,, spécialement , jçe qu'on appelle le 
principe de la conservation des aires. 



\. 
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constantes , le plan passant par l'origine et perpendiculaire à Taxe 
déterminé par les angles j4 ^ B ^ Cj a, par conséquent, une position 
invariable, d'où on a donné à ce plan, qui forme avec ceux desj^^^ 
xz et xj- les angles respectifs^ AjBçtC^\t nom de plan invariable. 
J'ai donné, art. 1 148 et suivants, un exemple de son emploi, dans les 
problêmes de dynamique, très-propres à en faire connaître les avantages ; 
on a vu aussi, art. 207, sa propriété relativement aux aires ^ mais les 
déterminations qui concemenf^ ce plan , sont présentées ici sous un 
point de vue beaucoup plus général. 

1277. Le plan invariable! existera toutes les fois que les corps du 
système ne seront soumis qu'à leurs attractions mutuelles et à des 
forces extérieures constamment dirigées sur 1 Wigine. Sa détermination 
exige que Ton connaisse, à un certain instant du mouvement, les masses, 
les positions j les vitesses et 1er directions de tous les corps du système, 
données au moyen desquelles on calculera les premiers membres des 
équations (a) de l'article 1274^ respectivement égaux aux sommes de 
moments LyM et iV. 

Si après avoir déti^rmiiié la' position dé c€i plan, ori le prei^ pour 
un des^ plans coordomiés , pour le plan des x ^ y ^ par exemple, la 
somme iV^ des moments^ parrapport à PaM des 2^ deviendra le moment 
maximum y et otf aura, art. 17a, Af=o, L=Oj ces* délrnpers mo- 
ments se rapportant à des axes situés dans un plan perpeildiculàîre à 
l'axe du plus grand 'nïomedti Cest cette propriété qui constitue Pavan^ 
tage principal du plan invariable,. et on a vu, en effkt, art: 1162, 
qu'en prenant ce plan pour un des plans coordonnés , deux des cons- 
tantes arbitraires qui entrent daas lès intégrales des équations du 

mouvement de rotation^ s^évanouissent. 

1278. â?>^, et JB^/étanl;. les*. coordonnées du centre de gravité, comp 

fées sur les ' aires' fixes àesar^jr et c, faisons passer^ , p^r ce centre, 
trois axes rectangulaires^ parallèles auz^axes fixes des'Xjj^.y et»j dési* 
gnons par^^ ri et ^^T les coordonnées, rapportées à ces axes, respective- 
ment parallèles aux x^.jr^ et Zj nous aurons.^ en substituant dans les 
équations (2))de l'article 1^74, les valeurs a?, + ;.i= iD^j',+ 17 s=jr et 
M, + Ç=:Zj les équations suiyaoles correspondantes aux < équations (i) 
de l'article iia3 
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que des mouvements de ses dlfTcrents points autour du centre de gravité. 

1279. Lorsque les calculs de la position du plan invariable, passant 

par le centre de gravité du système, sont faits d'après des valeurs de 

^B d'n de . 11, 

^y ri) ^, —, — .) — y— y —r- ) existantes ensemble , a une époque 

particulière du mouvement^ cette, position se trouve déteripipée. |x)ur 
tous les instants du mouvement tant antérieurs que postérieurs à celui 
auquel se rapportent les calculs, le plan dont il s'agit demeurant toujours 
parallèle à un plan fixe, dans l'espace, pendant qu'il se meut avec le centre 
de gravité; (le mouvement du système n'est censé dû qu'à des impulsions 
initiales et aux attractions que ses diverses parties exercent les unes sur 
les autres^ et, par conséquant, le mouvement du centre de gravité est 
uniforme et rectiligne). Cette belle propriété est une conséquence immé- 
diate des équations (3) de l'art, précédent, par lesquelles on voit que les 
angles formés par le plan invariable et par des axes parallèles à des 
lignes fixes, dépendent,' exclusivement, des quantités v ^ fi ei À qui 
sont les mêmes à chaque instant;, mais il sera bon de remarquer qu'elle 
est, aussi-, une des conséquences importantes de la théorie des moments 
et des aires exposées art. iSy et suivants, et les théorèmes d'où elle se dé- 
duit particulièrement sont consignés dans les art. 182 et i83.0nvoit, par 
ces articles, que Tàxie du moment maximum, qui est perpendiculaire 
au plan invariable, forme un angle constant avec chacun des axes co- 
ordonnés lorsque Porigine se meut ^ur une parallèle h l'axe? que j'ai 
désigné par ligne (/^f), et qui est parallèle à la résultante générale 
qu'auraient les forces si elles étoient , chacune parallèlement à sa 
direction, appliquées à un même point de l'espace. Or, dans le cas 
dont il s'agit ici, les forces à Considérer sont lejs quantités de mouye- 
.,ment qui animent tous les éléments de masse du système; les moments 
de ces forces, seules données du calcul, sont invariables, et, d'après 
les propositions précédemment démontrées sur le mouvement du 
centre de gravité, la ligne droite qu'il parcourt .est précisément sur la 
direction de la résultante de toutes les quantités de^ mouvement dont 
je viens de parler, en les siipposiant' dirigées sur ce centre parallèlement 
à leurs directions respectives. 

Les pressions et les chocs que les corps du système peuvent exercer 
les uns sur les autres n'apportant aucun changement aux phénomènes 



s Et: T i O K Q t; A T R ï fe M B. ^» 

•avoir Heu sans que le système soit dénaturé^ l'équation prfeédente doit 
^tre satisfaite^ si^ & un instant quelconque, on prends pour syst-ème 
iictif^ le système des points dont ceux du système réel occuperont les 
places dans l'instant suivant, le système fictif, qu'on choisit arlors, rem* 
plissant évidemment la seule condition à kquelle il est assujetti; mais, 
^ans ce cas, \es variations âx ^ èj^ àz deviennent identiques avec les 
différentielles dœ^ t/jr, //s, donc l'équation ^ équivalente à celle qui 
précède , posée art. 1 268 , 




—x\ âx I 







se change eti 

1281. L'emploi de l'équation précédente donne lieu à quelques oV 
servatiôns que je vais d'abord présenter aiix élèves. 

Les variations, par rf, qui entrent dans les équations générales des 
art. ia63 et 1268^ sont indépendantes du mouvement réel du système ; 
ia translation^ de laquelle on les fait dépendre, est entièrement hypo- 
thétique^ et il sufBt'que cette translation puisse avoir lieu saris 'violer 
certaines conditions ; mais il peut arriver que les équations qui ex- 
priment ces conditions renferment le temps; tel serait, par exemple, 
le cas dans lequel un des corps du système se mouverait sur une courbe 
ou sur une surface à^ujettie, elle-même, à un mouvement, qui suivrait 
une certaine loi, et dont l'équation devrait néeessiiremênt contenir 
)e temps ij cette quantité i pourrait être assimilée à un paramètre 
variable dont chaque valeur déterminée correspondrait à une position 
déterminée de la surface ; ainsi une des équattop» jde condition du sys- 
tème serait de la fofme 

(c) . : ../(/; <r„jr,, z,j rt„ijr,;;%,„ etc.)=^o 

^it^iiP ^^^^JKipJrtf etc. a„ «./, etc. étant les coordonnées des dîffc- 
rents points du système, et les conditiops de ce systèçie étant exprimées 
par des équations entre ces coordonnées. 

I 66 
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citent les masses m' y m" ^ etc. du système, et on peut faire sur chacun 
de ces termes, le même raisonnement qu'on a fait sur le terme unique 
de l'art. 8^3; la propriété démontrée dans cet article est donc appli- 
cable à un système quelconque. 

Celte même propriété s'étend au cas des attractions mutuelles des 
corps du système, dans l'hypothèse où ces attractions suivent la loi 
de celles du système du monde, en substituant, seulement, à l'inverse 
du quarré de la distance, une fonction quelconque de celt^ dis- 
tance. Pour le démontrer, je désigne, par m' et ///", deux masses du 
système; par r^ leur distance, et pary*(r) une fonction de cette dis- 
tance telle que la force accélératrice, imprimée à ml' ^ en vertu de 
l'action de m' y soit m! f(r)y\d^ force accélératrice imprimée à /w', en 
vertu de l'action de W étant ni" f{r)j ces expressions rn'f{t) et m'^Jlf) 

représentent — 2: et — — de l'article 916, dans le cas de l'attraction 

newtonlenne, -^ étant représenté par jr(>'). 

Soient maintenant x' ,y j i' \ (Xi'\y" ^ s", les cooiïlopnées respec- 
tives de m' et m" y les cosinus des angles formés par la ligne r et par 

1 j a^—x" y'— y" z'~—z" , , 

les axes des a? ^ r et « seront p, "^ ^ — , « — et les 

r r r 

composantes de i»'y*(r) et m" f{r) paratlèlei aux mêmes axes «seront , 

en faisant attention que ces deux forces accélératrices, dirigées;ei^«ens 

opposés, doivent avoir des signes différents 






d'où on tire 

X"dx"'\-Y"dy"JrZ"dzf'^ J!îZ[d I [p^r^i)da/'Jt.{y^y'W'-V^*'-^")d^t, 



-•> » 



et la quantité 

m'{7Cdx'j^rdy^z'dz')Arm''{X''dx''^r'dy'^z''d'j') • 
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L'équation (2?) de laquelle sont conclues toutes ces propriétés, 
énonce le principe appelé principe général de la conservation des 
forces vives. Les élèves se rappelleroRt que ce principe a déjà été 
vérifié dans le choc des corps élastiques, et que des questions traitées 
dans cette seconde partie du cours nous ont conduit à des équations 
qui sont des cas particuliers de Téquation (J9). 

1^84. On peut imaginer que les corps du système agissent les uns sur 
hes- autres par Tintermède de ressorts ; et pour fixer les idées, à cet 
égard, on peut supposer que ces ressorts sont de l'espèce de ceux qu'on 
appelle, âf boudin j formés de fils élastiques , tournés en spirales. Un 
de ces ressorts^ contracté, qui se trouverait être le moyen de liaison 
entre deux copps^ pourrait faire alternativement Toffice d'une force ré- 
pulsive ou d'une force attractiv-e tendant ou à éloigner ou k rapprocher 
ces corps Tun de l'autre, et comme l'hypothèse la plus naturelle*, sur 
kl lordecette répulsion ou de cette attraction, est de dire qu^elles sont 
fonctions de la longueur du ressort, puisque cette longueur détermine 
son plus ou moins* dé contraction ou* de* tension ,« la force dont je parle 
se trouve dans la classe de celles qui rendent intégrable le %^ membre 
de Téquation (C) de l'art. 128a 

Les phénomènes du choc des corps élastiques, depuis l'instant du 
contact jusqu'à celur de la- séparation des* corps peuvent être assimilés 
k ceux qui auraient lieu si. on interposait, entre ceis corps, des ressorts 
comme ceux dont nous venons de parler, et dont Ifi masse serait sup- 
posée négligeable; d'où on conclut, d'après ce qui. est. dît. à l'article 
précédent, que dans le cas de l'élasticité parfaite, la somme des forces 
vives est la même, au commencement et à la fin du choc, les corps 
du système reprenant , au 2® de ces instants^ leurs figures initiales ^ 
mais que cette somme doit varier pendant là durée du choc. 

Perte de forcer vives oocatioooée par les changements brusques* qui peuvent 

survenir dans le système. 

1285. Lorsque les mouvements de$ corps Ai système sont modifiés 
par des frottements des résistances de milieux*, et, en général, par des 
puissances et des résistances dans les expressions desquelles entrent. les 
vitesses , Ticxpression 2? | m {^XdX'\'¥'dy \'Zdi)\ a'est plus.inté - 
grable par elle-même; il y a une perte de force vive qui peut aller 
graduellement jusqu'à son extinction totale. 
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Téquation précédente, divisée par j-» peut se mettre sous la forme 
(E) S{mU^) — 2{my^)^S{mPr^) 

ainsi la'perte Z(m U^) — 2J(/// F^) de forces vives a pour valeur une 
somme de forces vives, hypothétique, celle qu'aurait le système si 
chacun de ses points matériels se trouvoit animé de la vitesse qu'il a 
perdue par l'effet du choc. 

Positions du système correspondantes aux maxima et niinima des sommes 
des forces vives ^ à la stabilité et à la non stabilité de l'équilibre. 

1286. La propriété du mouvement dont je vais donner une démons- 
tration générale a déjà été, dans la i". partie du cours, art. 5 16, déduite 
par anticipation de l'équation des forces vives, ou équation (77) de 
l'art. 1283, et il est convenable que je rappelle cette propriété puisque 
j'ai démontré l'équation citée ; on voit en effet par la relation 

qu'elle établit entre Z(mç^) et iP^ que la somme S(mç^)(!ies forces 
sera un maximum ou un minimum lorsque ff ' 2 (m^^) sera nul ou 
lorsqu'on aura // ^ =0 ; mais art. 1^83, 

ainsi Z{mi^^) est un maximum ou un minimum lorsque 

Le système en mouvement se trouvant dans l^s cas énoncés aux art. 
1281 et 128a et, par conséquent, la substitution des différentieHes par é/j 
aux variations par àj étant permise , cette équation est celle qui doit 
être satisfaite dans le cas où les puissances appliquées au systêrne se 
font équilibre, donc la somme iles forces vives est un maximum bu un 
minimum, ou, pour donner, une énonciation plus complète, Ta diffe- 
rentielle de cettje somme e§t égale â.zéro lorsque le systériie passe, par 
les positions dans lesquelles ïl faudrait le niettre; d'abord, pour que lés 
forces qui y sont appliquées se fissent equjubre; il ne franchit ces posr- 
tions qu en vertu des mouvements acquis par les difiérents corps* qui le 
Ge«>()esent« GeU-^ le Uiéorême ào^CourlivrQiu con clu , f>ar anticipatioii., 
àl'art. 5i6, ainsi que j'en ai prévenu ci-dessus, de l'équation générale 
qui, ensuite, a été démontrée art, i2o3. 
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ds dx^ + dj^ + dz^ 



dl dl^ 

on a, de plus, art. 1288 

0=f.Z\m{Xdx + rdj + Zdz)\ 
et réquation S(mi^^) = K+ 2 0j de cet article, peut, en profitant de la 
faculté qu'on a de transposer les signes /* et 2^^ se mettre sous la forme 

r 2 Z { m/{Xdx + Fdj + Zdz) 
f vds \ \ /- dx^-^dy^-^dz^ \ ,, 

difTérentiant par d y observant, comme à l'art. 844, que la fonction 
finiey{(X^.r + Ydy + Zdz)\ doit avoir les mêmes coefficients dif- 
férentiels soit qu'on la difTérentie par d soit qu'on la difTcrentie par àj 
et qu'ainsi àf(Xdx + Ydy + Zdz) = Xâx + Fàj + Zâz on a , 

^^^ (2\m{XâxJrràj+Zâz)\ 

^\''' —dT) ^{j^sÇm ^-^àdxJ^djâdjJ^dzâdz \ 

ddx ddy ddz 

substituant ^X^Yy Z leurs valeurs , ^ — ^ — Ta" -> 1 ^ ^ usant 

de la faculté qu'on a de transposer les signes d et à ^ observant que 
ddxâx + dxdôx + ddydy + djddy + ddzâz + dzdâz=d{dxàx + ^/>^dy + ^/-cfs) 
et multipliant par dl, différentielle constante, l'équation précédente 
devient 

^ ^ , , X ^\ d{dxdx + djâr + ^^ ^2) 
âZ{fnvds) — 2 Im ^^ d 

et on en déduit, par l'intégration sous le signe 2?^ 
ôi:i,mfas) = cons^ante^i: \m i^ àx + djàj J^ d. à.) 

les trajectoires effectives et les trajectoires variées étant supposées 
avoir des origines communes, ce qui donne aux premières limites, 
àx=o,àjr =0, àz = o, on a, en même temps à2 (^/i^ds)=o et 

^ dxâX'X'dyâY-A'dzdz \ „ , 

HXm '•-— 1=0, douca/î^/û7i/e=o;si,deplus, 

ces trajectoires, effectives et variées^ se terminent aux mêmes points, ou 
I 6j 
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Page 18 ligne i3 (/i compter du haut), ^f" lisez 7 rf" 
Id, lig. 14 {du h.), ^j lisez —^ 

70 ligne 4 {du h.)MV'^ lisez M'V± 
104 lig. II {du h.), des millimètres^ lisez de millimètre 
1^4 //^. 16 (^^^ A.), —z^y et X /lisez z^yet — a? 

2^/. lig, 19 (//// //.), =:a„y^ lisez = — û,/J^ 
i3o lig. 2 {à c.*«' ^// bas), 2 Us'in. cos,^^ lisez^Hsin. ^cos. ^ 
198 //g". \{du b.)j — Ndtj lisez — JTdt 
246 lig. 6 {du b.) le plan qui la, lisez le plan vertical qui la 
248 lig, 3 {du h.)j écrivez en marge j Fi g. 8. 
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or- » • o y f » \ ddA ddB ddC , . dA dB dC 
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359 lig. 8 (^//^ A.), ne peut donc agir, lisez n'agit donc 

877 //g. 6 {du b.)y =çx^y lisez — çx^ 

488 lig. i\{dub.), est la valeur lisez est double de la valeur 

Id. lig. 16 {du b.) y à l'ordonnée, lisez à la moitié de l'ordonnée, 

497 lig. I {dub.)y 148689, lisez 14868 

5oi lig. 12 {dub.)y Claladnij lisez Chiadni 



V.- 
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